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Einleitung. 

Durch die Versuche von A. Eucken ist die Tatsache 
festgestellt, daß die Rotationswärme des gasférmigen Wasser- 
stoffs (d.h. der Anteil seiner Molekularwärme, der von den 
zwei Rotations-Freiheitsgraden der Molekel herrührt) nicht für 
alle Temperaturen den von der klassischen Theorie geforderten 
Wert R = 1,985 cal. besitzt, sondern nach tiefen Temperaturen 
hin allmählich bis zum Wert 0 herabsinkt, Die Theorie dieses 
Abfalls der Rotationswärme zweiatomiger Gase, der auf Grund 
der Quantentheorie bereits im Jahre 1911 von Nernst vor- 
hergesagt wurde, ist zuerst — allerdings in nicht einwandfreier 
Weise — von Einstein und Stern!), und in der Folgezeit von 
mehreren Seiten eingehend behandelt worden. Und zwar kann 
man die bisberigen Arbeiten, die sich mit diesem Thema be- 
fassen, nach verschiedenen Gesichtspunkten klassifizieren: 

1. Nach den benutzten Molekiilmodellen, Die meisten 
Autoren benutzen das bekannte Hantelmodell, eine starre ge- 
wichtslose Stange, die an ihren beiden Enden die Atommassen 
trägt. Epstein®) und Smekal?) dagegen führen die Rechnung 
am Bohr-Debyeschen Wasserstoffmolekülmodell durch. 


1) Ann..d. Phys. 40. p. 561. 1913. 
2) Ber. d. D. phys. Ges. 18. p. 308. 1916. 
3) Noch nicht veröffentlicht. 


Annalen der Physik. IV, Folge. 58. 
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2. Nach der Zahl der Freiheitsgrade. Die älteren Arbeiten 
haben hier, in Ermangelung einer Quantentheorie für mehrere 
Freiheitsgrade, einfach mit einem Freiheitsgrad gerechnet, 
während die neueren Behandlungen des Problems, auf die 
moderne Fortbildung der Quantentheorie gestützt, den zwei 
vorhandenen Rotationsfreiheiten Rechnung tragen. 

8. Nach der Art der benutzten Quantentheorie, d.h. nach 
dem Unterscheidungsprinzip, ob die erste oder die zweite 
Plancksche Quantentheorie zugrunde gelegt wurde. 

Die folgende kleine Tabelle gibt eine Übersicht über die Ein- 
teilung der bisherigen Arbeiten nach den genannten 3 Prinzipien. 


A. Hantelmodell, 


| I. Planck sche Theorie | II. Plancksche Theorie 


1 Freiheitegrad | Ehrenfest‘) Holm), Weyssenhoff‘) 
2 Freiheitsgrade Reiche Rotssayn®) (inkohiirent) 
B. Bohr-Debyesches Modell 
2 Freiheitsgrade | Epstein Smekal 


Die folgende Arbeit legt das Hantelmodell und die erste 
Plancksche Theorie zugrunde, behandelt aber das Problem 
allgemein als ein Problem von 2 Freiheitsgraden. Sie stellt 
also eine Weiterbildung der Ehrenfestschen Rechnungen dar. 
Man gewinnt hierbei Kurven für die Rotationswirme des 
Wasserstoffs, die mit den nach der zweiten Planckschen- 
Theorie berechneten Kurven von Planck und Rotszayn ver- 
glichen werden können. Dieser Vergleich sollte in möglichst 
allen lösbaren und experimentell prüfbaren Fällen angestellt 
werden, solange die eine Kernfrage der Quantentheorie noch 
unentschieden ist: Ob man nämlich nach der ersten Planck- 
schen Theorie (der Punktgittertheorie) oder nach der zweiten 
(der Zellentheorie) zu rechnen hat. 


1) Ber, d. D. phys. Ges. 16. p. 451. 1913. 
2) Ann. d. Phys. 42. p. 1311. 1913. 

3) Ann. d. Phys. 51. p. 285. 1916. 

4) Ber. d. D. pbys. Ges. 17. p. 407. 1915. 
5) Ann. d. Phys. 67. p. 81. 1918. 
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$ 1. Methoden zur Lösung des Problems. 


Die Lösung des vorliegenden Problems besteht bekanntlich 
aus zwei Teilen, einem dynamischen und einem statistischen. 
Im dynamischen Teil werden die gequantelten Bewegungen 
der Wasserstoffmolekel, also eines Hantelmodells, aufgesucht, 
die nach der ersten Planckschen Theorie die allein möglichen 
Zustände der Molekel darstellen. Im statistischen Teil wird 
eine Gesamtheit von sehr vielen gleichartigen Molekeln im 
thermodynamischen Gleichgewicht bei einer festen Temperatur 
betrachtet, die Verteilung der Rotationsenergie in dieser Ge- 
samtheit bestimmt und daraus die mittlere Rotationsenergie 
des ganzen Systems berechnet. Durch Differentiation nach 
der Temperatur folgt dann die Rotationswärme als Funktion 
der Temperatur. 

Das benutzte Modell -der Wasserstoffmolekel (Hantel- 
modell) besteht aus einer starren gewichtslosen Stange, an deren 
Enden die beiden Massen der Wasserstoffatome sitzen. Das 
Trägheitsmoment dieser Molekel bezüglich einer Symmetrie- 
achse, die senkrecht zur Verbindungslinie der Atome stebt, 
sei J. Die Rotation um die Verbindungslinie der Atome selbst 
spielt bekanntlich beim Energieaustausch keine Rolle. Man 
kann daher im Hinblick auf die statistische Behandlung von 
vornherein diese Rotation ausschalten, indem man sich etwa 
den Schwerpunkt festgehalten denkt und nur die beiden Frei- 

heitsgrade berücksichtigt, die den Rotationen um Achsen senk- 
recht. zur Verbindungslinie entsprechen. 

Die freie Bewegung der Molekel ist dann bekanntlich eine 
Drehung um den Schwerpunkt mit konstanter Winkelgeschwin- 
digkeit in einer raumfesten Ebene. Da also, trotz der zwei 
Freiheitsgrade, die Zustandswahrscheinlichkeit durch eine ein- 
zige Größe (die Energie) bestimmt ist, so haben wir es hier 
mit einem ,,entarteten“ Problem zu tun. Bei derartigen 
Problemen stößt man aber, wenn man die erste Plancksche 
Theorie zugrunde legt, im statistischen Teil bei der Be- 
rechnung der Verteilungsfunktion auf eine Schwierigkeit, die 
darin besteht, daß man von vornherein die „Gewichte“ der ein- 
zelnen Quantenzustände nicht anzugeben vermag. Stellt man 
sich dagegen auf den Boden der zweiten Planekschen Theorie, 
nach der alle Zustände im Phasenraum möglich sind und die 
quantenmäßig ausgezeichneten nur Phasengebiete konstanter 
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Wahrscheinlichkeit abgrenzen, so liegt hier die Sache einfacher. 
Denn die Verteilungsfunktion bezieht sich hier auf gleichmäßig 
erfüllte Phasengebiete, und die Gewichte sind daher durch die 
Größe dieser Phasengebiete gegeben. 

Um die genannte Schwierigkeit bei der ersten Planckschen 
Theorie, die wir hier zugrunde legen, zu überwinden, gehen 
wir am zweckmäßigsten von einem wicht entarteten Problem aus 
und nehmen dann den geeigneten Grenzübergang vor. Man 
kann natürlich auf mehrere verschiedene Weisen das Problem 
zu einem nicht entarteten machen. Wir wählen hier die fol- 
genden beiden Methoden: 

1. Wir denken uns die beiden Atome der Molekel mit ent- 
gegengesetzt gleichen magnetischen Ladungen versehen, er- 
zeugen also einen magnetischen Dipol, und bringen das so 
entstandene Gebilde in ein homogenes, konstantes, schwaches 
Magnetfeld. (An Stelle der magnetischen Ladungen und des 
Magnetfeldes können wir natürlich auch elektrische Ladungen 
und ein homogenes elektrisches Feld verwenden.) Der anzu- 
wendende Grenzübergang besteht hier in dem Übergang zum 
verschwindenden äußeren Feld. 

2. Wir gehen von dem Problem des schweren symme- 
trischen Kreisels aus, der zwei gleiche Trägheitsmomente J=K 
senkrecht zur Figurenachse und ein davon verschiedenes 
Trägheitsmoment L bezüglich der Figurenachse besitzt. Hier 
muß man den Impuls parallel der Figurenachse (d.h. die 
Drehung um diese Achse) zu Null abnehmen lassen und zum - 
Grenzfall verschwindenden Sehwerefeldes übergehen. 


$ 2. Erste Lösungsmethode. Der Dipol im Magnetfeld. 

Das Problem, die Bewegungen eines frei drehbaren magne- 
tischen Dipols im homogenen schwachen Magnetfeld zu be- 
rechnen und zu quanteln, ist im Hinblick auf die Quanten- 
theorie des Paramagnetismus vom Verfasser!) und unabhängig 
davon vön 8. Rotszayn?) gelöst worden. Die Bewegung ver- 
läuft bei Anwesenheit des Magnetfeldes nicht mehr in einer 
Ebene und ist daher allgemein durch zwei Bestimmungsstücke 
charakterisiert: den Polarwinkel # der Dipolachse mit der 
raumfesten ¢-Achse und den Präzessionswinkel y, d.h. den 
Winkel, den die Projektion der Dipolachse auf die feste 


1) Ann. d. Phys. 54, p. 401. 1918, 
2) Ann. d. Phys. 57. p. 81. 1918, 


| 
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&—n-Ebene mit der $-Achse bildet, Sind p, und p, die ent- 
sprechenden Impulse, so lauten die Quantenbedingungen nach 
Sommerfeld-Epstein: 


(1) frody = yh. 
5 


Dabei sind n, und n, ganze Zahlen, h ist die Plancksche 
Konstante, p„= ß ist der konstante Präzessionsimpuls des 
Dipols. 

Es ist hier zu beachten, daß die Präzession sowohl in 
positivem als in negativem Sinne um die Feldrichtung ge- 
schehen kann, daß also p,= ß sowohl positiver wie negativer 
Werte fähig ist. Legt man, wie dies in der Literatur meist ge- 
schieht, die Integrationsrichtung der Phasenintegrale in die 
Bewegungsrichtung, so haben die Impulse und Koordinaten- 
differentiale stets dasselbe Zeichen, und es werden n, und ng 
positiv oder 0. In diesem Fall muß man für negative p, die 
zweite Quantenbedingung in: 


(la) f =—2ap,=— 228 =n, h 
abändern. Für die Quantenwerte der Energie folgt dann:!) 
h? 
(2) + mH; Mom 9, 


wobei m das Moment des Dipols, § die Feldstärke des Magnet- 
feldes ist. Geht man zum Grenzfall verschwindender Feldstärke 
über, so folgt 
3 

(3) Wan = 
Bei der Bildung der Verteilungsfunktion und der statistischen 
Mittelwerte ist dann zu beachten, daß jedem Wertepaar n,, N, 
zwei verschiedene Zustände von gleicher Energie im Phasen- 
raum entsprechen, für die p,, entgegengesetzt gleiche Werte an- 
nimmt. Nur diejenigen Quantenzustände für die n, = 0 ist, 
bilden eine Ausnahme. 

Man kann diesen Sachverhalt auch so darstellen, daß man 
an der Formulierung (1) der Quantenbedingungen auch für 


1) Ann. d. Phys. 54. p. 410. Formel (39). 1918. 
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negative p, festhält, dann aber n, auch negative Werte erteilt. 
In (2) und (8) tritt dann |n,| an Stelle von my. Im Gegensatz 
hierzu berücksichfigt Planck!) in analogen Fällen nur die 
positiven p,. Man erkennt leicht, daß bei Zugrundelegung der 
zweiten Planckschen Theorie die statistischen Mittelwerte un- 
ee abhängig davon sind, ob man nur die positiven p,, berück- 
sichtigt oder auch den negativen p, Rechnung trägt. Da- 
gegen liefern diese beiden Rechnungsprinzipien im allgemeinen 
verschiedene Resultate, wenn man sich auf den Boden der 
.ersten Planckschen Theorie stellt. Wir werden daher in 
folgendem beide Wege beschreiten und die Ergebnisse mit der 
Erfahrung vergleichen (vgl. Anhang). 

Auf eine prinzipielle Schwierigkeit muß hier noch hin- 
gewiesen werden. Wenn man zum Grenzfall $ = 0 übergeht, 
die Bewegung des Hantelmodells also in einer festen Ebene 
verläuft, so ist, wegen der Symmetrie der Hantel (die beiden 
Atome sind ja durchaus gleich) bereits nach einer halben Um- 
drehung das System in ursprünglichem Zustand. Der gesamte 
Wertbereich des Winkels y erstreckt sich also dann nur von 
0 bis z (bzw. von 0 bis — z) und die zweite Quantenbedingung 
ist daher durch 


(1*) f py argh 
0 


zu ersetzen. Ebenso ist in dem ersten Phasenintegral (1) nur 
der entsprechende Wertbereich von 9 (von Buin bis Opazs 
nicht zurück bis 9.) zu setzen, Dann tritt an die Stelle von (8) 
der Ausdruck?) 


(8*) Bim = 
Beim Vergleich mit der Erfahrung macht sich der Unterschied 
zwischen (8) und (3*) nur in einem veränderten Wert des 
Trägheitsmoments geltend. Aber eine Schwierigkeit liegt in 
dem Umstand, daß das geringste äußere Feld oder die geringste 
Verschiedenheit der beiden Atome sofort bewirkt, daß das 
System erst nach einer vollen Umdrehung den Wertbereich seiner 
Variablen ganz durchlaufen hat und daß infolgedessen dann 


1) Ann. d. Phys. 50. p. 389 u. 394. 1916. 
2) Vgl. z.B. L. Flamm, Phys. Zeitschr. 19. p. 126- 1918. 
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nach y von 0 bis 27, nach # von Pia bis Dug, und zurück zu 
integrieren ist, woraus Formel (8) resultiert.!) 


1) Eine analoge Schwierigkeit ergibt sich z. B: bei der Behandlung 
des folgenden speziellen Dreikörperproblems: Die Bewegung, die zwei 
Elektronen unter dem Einfluß ihrer gegenseitigen Abstoßung und der 
Anziehung von einem festen, ruhenden Kern von der Ladung + 2e 
ausführen, soll gequantelt werden. Man kann zeigen, daß die Bewegung 
der beiden Elektrcnen dann darin besteht, daß sie, bezüglich des Kerns 
einander diametral gegenüberstehend, zwei Kepplerellipeen um den Kern 
als Brennpunkt beschreiben (,,Ellipsenverein“ von zwei Ellipeen, vgl. 
Fig. 1), Der zum Winkel 9 gehörige Impuls p, des „Systems“ (beide 
Elektronen + Kern) ist hier: 

Pe = 2mr* @ (m = Masse der Elektronen, r = 0 A = 0 B). 


Die erste Quantenbedingung lautet daher 
22 


[ =2apg = nh. 
0 


Fig. 1. 


Denn der volle Wertbereich von ¢ läuft hier von 0 bis 22, erst wenn das 
Elektron 1, von A ausgehend, bis nach A zuriickgekehrt ist und ent- 
sprechend das Elektron 2 von B ausgehend nach B, ist eine Periode des 
Systems bezüglich 9 vollendet. Der zum Radiusvektor r gehörige Impuls 
des „Systems‘ ist p,= 2m’ und die entsprecherde zweite Quanten- 


bedingung also 
pear =nh, 


wo die Integration von rmin bis fmax und zurück zu erstrecken ist. Die 
Energie des „Systems“ wird dann 

49 

2 

wo N die Rydbergsche Zahl bedeutet. Für n’= 0 laufen beide Elek- 
tronen in einer und derselben Kreisbahn um den Kern und es wird 


49 Nh 


W=- 


W=- 


Sowie dieser Fall aber eintritt, ist zu bedenken, daß bereits nach einem 
halben Umlauf der Elektronen das System seine Periode bezüglich ¢ voll- 
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§ 3. Zweite Lösungsmethode. Der symmetrische Kreisel 
im Schwerefeld. 

Die zweite Methode, um unser entartetes Problem durch 
Grenzübergang aus einem nicht entarteten zu lösen, nimmt 
ihren Ausgangspunkt vom schweren symmetrischen Kreisel mit 
den Trägheitsmomenten J, K =J, L. Die Lage des Kreisels 
sei?) durch die drei Eulerschen Winkel # (Neigungswinkel), 
y (Prüzessionswinkel) und p (Eigendrehungswinkel) charakte- 
risiert, Ist m die Masse des Kreisels, s der Abstand seines 
Schwerpunkts vom Unterstützungspunkt, dann ist die poten- 
tielle Energie des Kreisels im Schwerefeld: 


(4) U=Pesd, wo P=+mgs. 


Das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Schwer- 
punkt über bzw. unter dem Unterstützungspunkt liegt. 


endet hat, und daß infolgedessen die erste Quantenbedingung hier in 


a 

0 

abzuindern ist. Dabei ist p, der Impuls (Impulsmoment) des „Systems“, 
also ist 


mit anderen Worten: das Impulsmoment jedes einzelnen der beiden Elek- 
tronen ist = nh/2n. Dann folgt für die Energie: 


Für diese letztere Formulierung spricht, worauf Sommerfeld (Ann. 58, 
p. 549. 1917) hinwies, auch die Adiabatenhypothese. Danach müßte man 


wohl auch im Falle der Ellipsenbahnen die Quantenbedingung für jedes 
Elektron einzeln in der Form ansetzen: 


2r 2r 
[rede =f mera =nh; =Gmedr= wh. 


Dann folgt für die Energie: 


49 Nh 
Jedenfalls scheint hier noch eine Unsicherheit in der Formulierung der 
Quantenbedingungen für derartige Systeme vorzuliegen. 
1) Vgl. z.B. F. Reiche, Phys. Zeitschr. 19. p. 394. 1918. 
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Die kinetische Energie T des Kreisels ist gegeben durch: 


2T= Jans - +> (35) + =) 
wo V die Hamilton-Jacobische Funktion darstellt. Die 

Hamilton-Jacobische Differentialgleichung lautet also: 


+2Pcos? =2W. 


Dabei ist W die Gesamtenergie des Kreisels. 


Da » und y nicht selbst in der Ditferentialgleichung auf- 
treten, kann man bekanntlich die folgende Separationsmethode 
anwenden: 


(6) 

Dabei ist 

in B= + =p, der zu w gehörige konstante Impuls, 
Y= ir =p, der zu y gehörige konstante Impuls. 


Die Substitution von (6) in (5) ergibt für den zu 0 gehörigen 
Impuls 


Zwei der Quantenbedingungen ergeben sich unmittelbar aus (7): 


(9) 
fr 


Uber das Auftreten und die Bedeutung negativer Werte von B 
und y gilt hier dasselbe, was im § 2 an entsprechender Stelle 
gesagt wurde. 


Die dritte Quantenbedingung lautet: 
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Wir setzen 
(11) cos = u 


und entwickeln die Wurzel nach Potenzen von P, von der An- 
nahme ausgebend, das Schwerefeld sei schwach. Dann wird: 


nh=X, —-JPX,, 
wo 


ay | A-fı 


udu 
(B— ru) 


Die Integrationswege umlaufen die Verzweigungspunkte der 
Radikanden in der komplexen u-Ebene. 
Wir behandeln erst das Integral X, und setzen abkiirzend 


Dann wird 
(14) X, = VHR+7? Ve — u) a, 


u, und u, sind also die V a der Wurzel (vgl. 
Fig. 2). Zwischen ihnen läuft der Verzweigungsschnitt mit 


u-Ehene 


Fig. 2. 


dem unteren positiven und dem oberen negativen Ufer. Der 
Integrationsweg umläuft ihn in positivem Sinne. Wir de- 
formieren jetzt den Integrationsweg zu einem Umlauf um die 
drei Pole des Integranden: v=—1, u=+1, u=o im 
negativen Sinne. Da man vom positiven Ufer des. Ver- 
zweigungsschnittes nach den Polen -+1 und oo durch einen 
positiven Halbumlauf um den Verzweigungspunkt u, gelangt, 
so hat die Wurzel in der Umgebung der Pole +1 und o 
positiv un Werte, da der positive Halbumlauf den 


Faktor e” = -++i mit sich bringt. Analog hat die Wurzel 


ja 
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in der Umgebung des Pols u = — 1 negativ imaginäre Werte. 
Es wird nun 

(15) X, 77 (R_, + Bi, + Bo) 

wo R_,, R,, und R,, die Residuen an den Polen — 1, ive 
und co sind. Das Residuum bei (— 1) ist: 


also da die Wurzel in der Nachbarschaft von (— 1) negativ 
imaginär ist 


Ebenso ist : 


R,, = -- 


also da die Wurzel in der Nachbarschaft von +-1 positiv ima- 
ginär ist 


Ry, w,)(L )) 2 
Um das Residuum bei u = co zu finden, setzt man u = 1/2, 
dann wird der Integrand 


- — 1) 
v(1’— 92) 


- 21404. 


da die Wurzel in der Nachbarschaft von oo positiv imaginär 
ist, Also 


Re = +4. 
Durch Einsetzen der Residuenwerte in (15) folgt: 
1) 
Analog verläuft die Berechnung von X,. Hier existiert nur 
ein Pol des Integranden bei u = oo mit dem Residuum 


Ro = tim +u)= 


Also wird 


ur 


| 
| 
E 
| 
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Die dritte Quantenbedingung (12) lautet also 


(2 + 


Gemäß den Betrachtungen des $ 2 können wir betreffs der 
positiven und negativen Werte von f und y folgendes fest. 
setzen: Wir wählen stets 


(19) tt, 20; 20. 

Dann ist (9) in der Weise zu erweitern, daß 
mh, mh 

(9a) 


je nachdem 8 und y positiv oder negativ sind. Bei diesen Be- 
stimmungen wird 


wenn 2, > ms, 


(20) wenn Ry 


Aus (18) und (20) folgt: 


(21) wenn n, > 23; 


gh 
+ _ sp =nh, 
4n3 an ny 


Um hieraus die Energie W zu bestimmen, streichen wir erst 
das Glied mit P, und berechnen demnach W in nullter Nähe- 
rung. Den so gefundenen Wert von W setzen wir in das ‘mit 
P multiplizierte „Korrektionsglied“ ein. Dann folgt unter 
Beachtung von (18) nach kurzer Rechnung: 


{ —n,? 2 


(m 


(n;-+n,)*’ 


\ 
] 


h? 

wenn n, < 2. 
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Wir gehen jetzt zu dem Grenziall über, in dem keine Drehung 
um die Figurenachse besteht. D.h. wir setzen p,=y=0, 
also ns —=0. Dadurch fällt in der hier betrachteten Nähsrung 
der Einfluß des Schwerefeldes ganz fort, und die erste der 
Formeln (22), die hier allein in Frage kommt, ergibt: 


ein Ausdruck, der mit (8) identisch ist. 


§ 4. Der statistische Teil des Problems und die Lösung. 


Die statistische Verteilungsfunktion nach der» ersten 
Planckschen Theorie hat die folgende verallgemeinerte kano- 
nische Form 

_ 

kT 


P. 
(24) 
Mm 


Dabei ist k die Boltzmannsche Konstante, T die ab- 
solute Temperatur und p,,,, das „Gewicht“ des durch n, und 
m, charakterisierten Quantenzustandes. Wir halten an der all- 
gemein üblichen Hypothese fest, daß die 
(25) Pam = 1 
zu setzen sind; d.h. wir machen die Annahme, daß alle voll- 
ständig, hier also durch 2 Quantenzahlen definierten Quanten- 
zustände gleiches Gewicht besitzen. Der Mittelwert der Rota- 
tionsenergie ist also pro Grammolekil 


(26) Wa N. 2% 


wo N die Avogadrosche Zahl ist. Wir setzen 


W, 
- + m)! 


wo 


(28) 
SC“ 
_ 
kT 
>>X 
2 
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Dann kann man (26) sige See schreiben 


d 
und daraus folgt für u Rotationswärme pro Mol 
2180 Q. 
(29) C, = = Nho® 


Bedenkt man daB Nk=R Gaskonstante 
ist, so kann man schreiben: 


Cc. d?] 
(30) a="? 


55. Der nte Quantenzustand hat das Gewicht 2n +1. 


Die Berechnung der Rotationswirme nach (30) als Funktion 
von ao und damit von T läuft also auf die Auswertung der 
Doppelsumme Q in (27) heraus. Wir wollen im Anschluß an 
das im $ 2 Gesagte hier zuerst bei der Ausführung der Summa- 
tionen berücksichtigen, daß p,, = ß positive und negative Werte 
annehmen kann, und daß demgemäß alle Zahlen n, mit Aus- 
nahme von nz = 0 doppelt zu zählen sind. Dann verwandelt 
sich Q in die einfache Summe: 


(81) Q= =S ent 


Hiernach hat also der durch n = n, + n, charakterisierte 
Quantenzustand das Gewicht 2n + 1. 
Für tiefe Temperaturen ist 0 >1 also 


Q~1+4+3e-°; » 
und daher: 


Für hohe Temperaturen ist o <1, also 
1 
Q l)e-e"dn —u + } 


und daher: 
8) WARTU und 


j 
‘ 
di 
al 
pi 
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_ sonst 
Für tiefe Temperaturen fällt also die Energie wiee 7, 
die Rotetionswiems wie _ const 


ab. Für hohe Temperaturen nähert sich die Energie asym- 
ptotisch dem klassischen Wert RT, die Rotationswärme dem 
klassischen Wert R. 

Im allgemeinen Fall, bei mittleren Temperaturen, bleibt 
zurzeit kein anderes Mittel übrig, als die Reihe (81) explizit 
hinzuschreiben und an ihr die durch (80) geforderten Opera- 
tionen vorzunehmen. Dann folgt nach einiger Rechnung: 
Setzt man zur Abkürzung 


(34) 
so ist 
_ f@) 
R™ 
wo 


(35) I f(z) = 32 + 802% + 185 2° + 567 2° + 1344 21° + 8752"% 
+ 2304 2° + 6075 217 + 6480 22° + 9962 2° +... 

14 624 927+ 1024+ 3025 + 252° + 142° + 422) 
+ 7021? +18 4+ 5427174 49 2184. 90.2729 + 1482784... 


Fig. 5. 


66 
Cee 
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30 
0,20 
. re 
- 


672 F. Reiche. 


In der Tab. I sind in der dritten Spalte die nach (84) 
und (85) berechneten Werte von C,/R als Funktion von o 
und 1/o eingetragen. Diese mit J bezeichnete Kurve ist als 
Funktion von 1/o in Fig. 8 eingezeichnet. 


Tabelle I, 

1 C,/R 
15 | 0,067 | 0,0002 | 0,0001 
13 | 0,077 | 0,0011 | 0,0008 
2 | 0,083 | 0; 0,0018 
11 | 0,091 | 0,0061 | 0,0040 
10 | 0,100 | 0,014 | 0,0091 
9 | 0,111 | 0,030 | 0,020 
8 | 0,125 | 0,065 | 0,043 
75 | 0,133 | 0,093 | 0,062 

0,143 | 0,133 | 0,089 0,0005 
6,5 | 0,154 | 0,188 | 0,126 

0,167 | 0,264 | 0,176 0,0027 
5 | 0,200 | 0,486 | 0,328 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 |0,0136 
45 | 0 0,632 | 0,430 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0005 |0,02997 
43 | 0,233 | 0,605 | 0,476 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0008 |0,0408 
4 | 0,250 | 0,790 0,0015 | 0,0013 | 0,0018 |0,0643 
3,8 | 0,263 | 0,851 | 0,592 | 0,0024 | 0,0022 | 0,0029 |0,0864 
3.6 | 0.278 | 0,908 | 0,637 | 0,0040| 0,0036 | 0,0048 [0,1156 
34 | 0.294 | 0.957 | 0,679 | 0,0064 | 0,0058 | 0,0077 |0,1535 
3,2 | 0,313 | 0,996 | 0,715 | 0,010 | 0,0094 | 0,0125 |0.202 
3 | 0,333 | 1,021 | 0.744 | 0,017 | 0,015 | 0,020 |0,264 
2,8 | 0,357 | 1,030 | 0,762 | 0,026 | 0,024 | 0,032 |0,340 
2,6 | 0,385 | 1,020 | 0,769 | 0,042 | 0,037 | 0,050 |0,433 
2,5 | 0400 | 1,007 | 0,768 | 0,052 | 0,047 | 0,062 |0,486 
24 | 0,417 | 0,990 | 0,763 | 0,064 | 0,058 | 0,077 |0,542 
2,3 | 0,435 | 0,969 | 0,755 | 0,080 | 0,072 | 0,096 |0,602 
22 | 0,455 | 0.942 | 0.745 | 0,098 | 0,088 | 0,118 |0,665 
2 | 0,500 | 0,882 | 0,713 | 0,148 | 0,133 | 0.177 |0,794 
1,8 | 0,556 | 0,825 | 0,681 | 0.216 | 0.195 | 0.259 {0,918 
1.7 | 0,588 | 0,796 | 0,663 | 0.259 | 0,234 | 0.310 |0,973 
1,6 | 0,625 | 0,771 | 0,647 | 0,309 | 0.278 | 0.368 |1,0197 
1,5 | 0,667 | 0,751 | 0,634 | 0,363 | 0.328 | 0,433 |3,057 
14 | 0.714 | 0,737 | 0,625 | 0,423 | 0.383 | 0,503 |1,082 
1,3 | 0.769 | 0.729 | 0,620 | 0,487 | 0,441 | 0,578 |1,0955 
12 | 0,833 | 0,730 | 0,621 | 0,553 | 0,502 | 0,654 |1.097 
1.1 | 0,909 | 0,737 | 0,626 | 0,619 | 0,562 | 0.727 |1,088 

1,000 | 0,749 | 0,637 | 0,680 | 0,620 | 0.795 |1,073 
09 | 1111 0,735 | 0,672 | 0,854 11,055 
08 | 1,250 0,781 | 0.716 | 0,901 
0,7 .| 1,429 0,818 | 0,752 | 0,935 |1,046 


Die Kurve der Rotationswärme, als Funktion der Tem- 
peratur aufgetragen, steigt danach zu einem Maximum an 
(für 1/o = 0,855), dessen Wert über dem Wert der klassischen 
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‘ 
‘ 
= 
- 
4 
/ 
ia 


Zur Quantentheorie der Rotationswiirme des Wasserstoffs. 678 


Theorie (R) liegt, sinkt darauf zu einem Minimum herab, das 
für 1/o = 0,77 erreicht wird und den Betrag 0,725 R besitzt, 
um schließlich langsam wieder anzusteigen und sich asym- 
ptotisch dem Wert R der klassischen Theorie zu nähern. Die 
Kurve hat also einen qualitativ ähnlichen Verlauf wie die be- 
kannte Ehrenfestsche Kurve.!) Wegen des nicht beob- 
achteten Maximums und Minimums müssen wir sie verwerfen. 


56. Der nte Quantenzustand hat das Gewicht n + 1, 

Wir fassen jetzt die zweite, bet Planck vertretene, Mög- 
lichkeit ins Auge, daß bei der Auswertung der Doppelsumme Q 
nur die positiven p,, = zu berücksichtigen sind, und daher 
alle Zahlen n, ebenso wie die n, einfach zu zählen sind. Dann 
wird ai 
(36) Q= Set le". 


Das Gewicht des durch n=n,+n, definierten Quanten- 

zustandes ist also n + 1. Für tiefe Temperaturen ist hier 
Q~1+4+2e-°; IgQ@~2e-° und daher: 

Für hohe Temperaturen ist . 


0 


und daher: 
8) und 
Im allgemeinen Fall wird unter Benutzung der Ab- 
kürzung (34) 
wo | g(@)’ 
fie) = 2a + 4824+ 542° + 3242” + 5122 + 3002 
+ 1280 + 2250217 + 2160 .2?° + 4780.2 + 69122 
+ 7988 22° + 6144254 + 90722°° +... 
= 1+ 42 + 427+ + 1225+ 925+ 82° + 162" 
+ 24 2? + 10216 + 20 21T + 16.21 + 302% + 52 2% 
+ 24 22° + 86.229 + 25 x9? + 482 + 142% +... 


1) P. Ehrenfest, Verh. d. Deutsch, Physik. Ges. 15. p. 456. 1913, 
Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 44 


(39) 


: 
i 
> 
\ 
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Die Werte von C,/R, nach (89) berechnet, sind in der — 
vierten Spalte der Tab. I als Funktion von o und 1/o ein-. ~ | 
getragen und in Fig. 8 als Kurve II eingezeichnet. Auch diese | 
Kurve zeigt qualitativ einen ähnlichen Verlauf wie die Kurve | 
des vorigen Paragraphen und die Ehrenfestsche Kurve: Sie 
durchläuft ein Maximum mit einem darauffolgenden Minimum 
und nähert sich dann erst langsam dem klassischen Wert. 

Auch diese Kurve ist daher zu verwerfen. 


$ 7. Der nullte Quantenzustand der Kurve I verboten. 


Die Zusammenstellung der beiden erhaltenen Kurven und 
der qualitativ ähnlichen Ehrenfestschen Kurve legt die Ver- 
mutung nahe, daß die bei allen dreien auftretende Erscheinung 
des Maximums und Minimums einen gemeinsamen analy- 

. tischen Grund hat. Bei allen dreien beginnt nämlich die aus- 
schlaggebende Reihe Q mit dem von o unabhängigen absoluten 
a Gliede 1. (Ehrenfests Kurve folgt aus (80), wenn man 


oS setzt und mit 2 multipliziert.) Das heißt aber, daß PR nullte 

: Quantenzustand das Gewicht 1 besitzt. Diesem nullten Quanten- 
zustand entspricht aber nach (3) die Energie 0. Macht man daher 
die Hypothese, daß der rotationslose, d. h. energielose Zustand 
nicht vorkommt, so heißt das: man verbietet den Quanten- 
zustand n=n, d.h. =0, man erteilt 
ihm das Gewicht 0. Wie wir sehen werden, ist diese Festsetzung 
geeignet, das Maximum und Minimum aus den Kurven zu be- 
seitigen. Wir wollen an den beiden bisher betrachteten Kurven 
diese Modifikation anbringen und betrachten zuerst die im § 5 
diskutierte Kurve I mit dem Gewicht 2n +1. Verbieten wir 
hier den nullten Quantenzustand, so wird 


(40) 
Für tiefe Temperaturen wird 


Qu Bere + Ber (1 + Se —o + 
also 


a) W~ EM 5e-%) und 150%. 


= 
3 
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Hier tritt also eine ,,Nullpunktsenergie vom Betrage a 
auf. Für hohe Temperaturen gelten die Beziehungen (88) un- 
verändert. 

Bei beliebigen En wird unter Benutzung von (84): 


2 
g(x)’ 
wo. 
f(z) = 1852? + 1344 2° + 87521 + 6075 + 6480 2? 
+ 8087 275 + 19008 + 34155277 + 19712 2° + .:. 


g(z) = 9 + 302° + 252° + 422° + + + 492° 
+ 90 + 126 + 66 + 110277 + 812° 

+ 154284 
Die nach dieser Formel berechneten Werte von C,/R als 
Funktion von o und 1/o sind in der 5. Spalte von Tab. I ein- 
getragen und in Fig. 3 als Kurve III eingezeichnet. Diese Kurve 
steigt mit wachsendem 1/o, d.h. mit wachsender Temperatur 
ohne Maximum und Minimum monoton an und nähert sich 
asymptotisch dem klassischen Wert. Dies ist aber das Ver- 
halten der von Eucken experimentell beobachteten Werte. 
Man kann daher die Kurve III an der Erfahrung prüfen. Die 
von Eucken!) beobachteten Werte von C, und C,/R als 
Funktion der Temperatur sind in der Tab. II eingetragen 
(R=1,9845 Kal.). In Tab. III stehen drei Werte; die von 
Scheel und Heuse?) gemessen worden sind. 


(42) 


Tabelle II. 
Eucken, 
T \¢,inKal.| ©,/R T |0,inKal.| 
35 0,00 | 0,000 82 021 | 0,106. 
40 0,00 | 0,000 85 0.23 | 0,116 
45 0,02 | 0,010 90 0.28 | 0,141 
50 0,03 | 0,015 91 0.27 | 0,136 
60 0,01 | 0,005 | 100 0,44 | 0,222 
65 0,06 | 0,030 | 110 0,64 | 0,323 
70 0,12 | 0,060 | 196,5 14 | ou 
80 0,16 | 0,081 | 2731 186 | 0.937 


1) A.Eucken, Sitzungsber.d. preuß. Akademie d. Wiss. 1912. p. 148. 
2) Scheel u. Heuse, Sitzungsber. d. preuß. Akademie d. Wise. 
1913, p. 44; Ann. d. Phys. 40. p. 473. 1913. 
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Tabelle III. 


Scheel und Heuse. 


Tr C, in Kal. C,/R 
92 0,358 0,180 
197 1,402 0,707 
289 | 0,956 


Wie man sieht, sind die Euckenschen Messungen bei tiefen © 
Temperaturen wenig genau und geben nur im großen und ganzen 
den ungefähren Verlauf der Kurve. Es ist daher nur mit einiger 
Willkür möglich, die verfügbare Konstante der theoretischen 
Kurve (das Trägheitsmoment J) so zu bestimmen, daß die 
theoretische Kurve möglichst nahe an die beobachteten Werte 
herangeht. 

Wir wählen den Wert C,/R = 0,222 bei T = 100° als 
Standardwert. Aus Tab. I und Fig. 3 folgt dann 1/o = 0,56. 
Setzen wir 


m 
(43) c= wo = 
80 folgt - 
(44) 5 = 0,0056; 6 = 178,6, 


also ergibt sich unter Benutzung der Daten 

h = 6,545 - 10-7; = 1,9798 - 10-% 
für das Trägheitsmoment der Wert: 

(45) J = 2,214 - 10-4, 


Die unter Zugrundelegung von (44) berechneten Werte von 
C,/R als Funktion von T sind in Tab. IV neben den beob- 
achteten eingetragen und in Fig. 4 als ausgezogene Kurve III 
eingezeichnet. Die Kreuze stellen die beobachteten Punkte dar. 

Wie man aus der Figur erkennt, liegen die beobachteten 
Punkte bei tiefen Temperaturen in befriedigender Nähe der 
theoretischen Kurve. Zwischen 110° und 200° fehlen leider 
Beobachtungen. Der Punkt bei 196,5° liegt um 0,019, d.h. um 
2,6 Proz. tiefer als die Kurve. Die Punkte bei 273,10 (Eucken) 
und 289° (Scheel und Heuse) dagegen liegen um etwa 10 
bis 11 Proz. über der Kurve. Nun ist der Punkt bei 196,5° 
vielleicht als der sicherste Punkt der ganzen Beobachtungen 
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Tabelle IV. | 


Kurve III. Standardwert: St = 0,222 bei 7 = 100, 
0,/R 

T ijo berechnet beobachtet 

35 0,196 0,000 0,000 

40 0,000 0,000 

45 0,252 0,002 0,010 

50 0.230 0,008 0,015 

60 0336 | 0,018 0,005 

65 0364 | 0,030 0, 

70 0,302 | 0,046 0,060 

80 0448 | 0,002 0,081 

82 0,459 | 0,103 0,106 

85 0,476 0,121 0,116 

90 0 | 0188 0,141 

91 0,510 0,159 0,136 

100 0,560 222 0,222 

110 0616 0,297 0,323 

112 0625 | 0,309 

119 0667 | 0,363 

127,5 0,714 0,424 

1 0,769 0,487 

149 0,833 0,553 

162 0909 0619 

179 1,000 | 0,880 

196,5 1100 | 0730 0.71 

223 | | 

255, 


anzusehen, da er von Scheel und Heuse (vgl. Tab. IIT) mit 
großer Genauigkeit bestätigt worden ist. Es liegt daher nahe, 
diesen Punkt, d.h. den Wert 
0, 
als Standardwert zu benutzen. Dann ist für diesen Wert 
+ = 1,068, | 
daher 


= 9,00541; 6 = 1848, 


dies drückt jedoch die theoretische Kurve noch mehr herunter, 
kann also die D’skrepanz für die höheren Temperaturen nicht 
beseitigen und verschlechtert sogar noch die Übereinstimmung 
bei tiefen Temperaturen. Es gelingt mit keinem Wert von ©, 
die drei Punkte bei T = 196,5°, bei T= 273,1° und bei T = 289° 
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mit den Beobachtungen bei tiefen Temperaturen auf einer Kurve 


vom Typus III zu vereinigen. Wählt man @ so, daß bei tiefen 
Temperaturen Übereinstimmung erzielt wird, so liegt. die 


Wracr - -.. 
63+ 


140 10 180 220. 240 
Fig. 4. 


theoretische Kurve bei höheren Temperaturen (etwa 280°) 
bedeutend zu tief. Aus der Lage der Kreuze sieht man, daß 
die „wahre“ Kurve in dem Gebiet zwischen 180° und 280° 
offenbar schwächer nach unten gekrümmt sein müßte, als die 
Kurve III und eine stärkere Neigung gegen die Abszissenachse 
besitzen sollte. 


§ 8 Der nullte Quantenzustand der Kurve II verboten. 


Wir modifizieren jetzt die im $ 6 diskutierte Kurve II mit 
dem Gewicht n +1, indem wir den nullten Quantenzustand 
verbieten. Dann wird 


(46) | Set Yer, 
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Für tiefe Temperaturen ist 
Q~ 2er (1+ $e-%); IgQ ~ lg2— + 
und daher 


(47) We + %e-%) und 

Auch hier tritt also eine „Nullpunktsenergie‘“ vom Betrage 


auf. Für hohe Temperaturen gelten die Beziehungen (88) un- 
verändert. Bei beliebigen Temperaturen wird unter Benutzung 
von (34): 
Ga’ 
wo 
(48) | f(z) = 542° + 512 2° + 300.2" + 2250 2'° + 2160 
+ 980 x73 + 6912 274 + 7938 227 + 6144 72 +... 
g(r) = 44 122° + + 1629+ 242% + 20215 + 16 218 
+ 3021? + 40279 + 24274 + 36 227+ 252779 + 48 732+... 
Die nach dieser Formel berechneten Werte von C,/R sind 
als Funktion von o und 1/¢ in der sechsten Spalte von Tab. I 
eingetragen und in Fig. 3 als Kurve IV eingezeichnet. Auch 
diese Kurve steigt mit wachsender Temperatur monoton an 
und nähert sich asymptotisch dem klassischen Wert. 
Wählen wir, um die Kurve an der Erfahrung zu prüfen, 
auch hier den bei T = 100° gemessenen Wert 
= 0,222 
als Standardwert, so wird hier 


4) = 00058; O= 172,4; J= 2,298. 1074, 


Die mit Hilfe dieser Größen bereehneten Werte von C,/R 
sind neben den beobachteten in Tab. V eingetragen und in 
Fig. 5 als ausgezogene Kurve IV eingezeichnet. 

Auch hier ist die Übereinstimmung bei tiefen Temperaturen 
befriedigend. Bei. 196,50 liegt die Kurve um 0,08, d.h. um 
4,4 Proz. zu tief, bei den höheren Temperaturen 278,1 
(Eucken) und 289° (Scheel und Heuse) liegt sie sogar um 


\ 
>T 
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Tabelle V. 
Kurve IV. Standardwert: © = 0,222 für T = 100°. 
| | 
le berechnet | beobachtet 
35 0,203 0,0001 0,000 
40 0,232 0,0006 0,000 
45 0,261 0,002 0,010 
50 0,290 0,005 0,015 
60 0,348 0,021 0,005 
65 0,377 0,033 0,030 
70 0,406 0,051 0, 
80 0,464 0,097 0,081 
82 0,476 0,108 0,106 
85 0,493 0,126 0,116 
90 0,522 0,157 0,141 
91 0,528 0,164 0,136 
100 0,580 0,222 0,222 
110 0,638 0,204 0,323 
116 0,667 0,328 
123,1 0,714 0,383 
132,6 0,769 0,441 
143,6 0,833 0 
156,7 0,909 0,582 
172,4 1,000 0,620 
196,5 1,140 0,681 0,711 
216,5 1,250 0,716 
246,4 1,429 0,752 | 
273,1 1,584 | 0,937 


etwa 20 Proz. zu tief. Auch hier kann man versuchen, den 
Punkt bei 196,5° als Standardwert zu benutzen, jedoch ohne 
Erfolg: Die starke Diskrepanz bei hohen Temperaturen bleibt 
bestehen. Auch von der Kurve IV gilt das am Schluß des § 7 
Gesagte. 


8 9. Die Quantenzustände, für die n,= 0, sind verboten. 
Auf eine mögliche, wenn auch recht künstliche Modi- 


fikation sei hier noch hingewiesen. Sie besteht darin, daß man 


nicht nur den Quantenzustand n, = n, = 0, sondern überhaupt 
alle Zustände, für die n, =0 ist, verbietet. Beachtet man 
das stets vorhandene Schwerefeld, behandelt also das Problem 
vom Standpunkt des $ 8, so kommt diese Festsetzung darauf 
hinaus, alle Zustände als unmöglich zu erklären, bei denen das 
Hantelmodell in einer festen, durch die vertikale Richtung der 
Schwerkraft gehenden Ebene rotiert. 


= 
1 
. 
0, 
0, 
0. 
0, 
0, 
0, 
0, 
9 
. 
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also alle n, doppelt, so wird 
(50) 
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Berücksichtigt man die positiven und negativen p,, zählt 


i 
Fig. 5. 


Zählt man aber die n, nur einfach, so wird 
(51) Q~ 


Für die Bildung von W und C, ist es gleichgültig, ob man 
Formel (50) oder (51) wählt, da der bei der Bildung des lg Q 
auftretende Ausdruck lg 2 bei der einmaligen bzw. zweimaligen 
Differentiation nach o verschwindet. Wir legen Formel (51) 
zugrunde. Für tiefe Temperaturen ist 


Q ~ e-°(1 +2e-?); gQ- + 2er” 
und daher 


(62) 1460-9); 180%-e-%, 


— 
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Auch hier tritt die Nullpunktsenergie k? N/82* J auf. Für 
hobe Temperaturen wird 


@ ~ du 
0 


2e 
und daher 
D m, C, 
(58) W~ Rt; 


Diese selbe, durch (51) gegebene Kurve fir die Rotations- 
_warme hat Frau $. Rotszayn!) auf Grund der zweiten 
Planckschen Theorie erhalten, indem sie von dem nicht- 
entarteten Fall des Dipols im Magnetfeld ausging und die beiden 
Freiheitsgrade demgemäß als inkohärent ansah. Dort findet 
sich auch eine für „nicht sehr hohe Temperaturen“ gültige Ent- 
wieklung mit Hilfe von Thetareihen. 

Für beliebige Temperaturen wird unter Benutzung von (34): 


C, fi) 
g(x)’ 
wo 
(654) | fe) = 182° + 1922° + 1502" + 9002" + 11522" 


+ 588 +... 
g(x) = 1 +423 + 42° 4 628 4 122 + 82+ 
+ 1628 + 24: +... 


"»Die nach dieser Formel bereehneten Werte von C,/R als 
Funktion von o und 1/o sind in der siebenten Spalte von 
Tab. I eingetragen und als Kurve V in Fig. 3 eingezeichnet. 
Die Kurve steigt mit wachsender Temperatur ohne Maximum 
und Minimum monoton an. 

Zam Vergleich mit den Messungen wählen wir wieder den 


beobachteten Wert = 0,222 bei T — 100° als Standardwert 
und berechnen daraus 


(55) 00083; @ = 188,7; 2,095. 10-". 


Mit Hilfe dieser Daten ergeben sich die in der Tab. VI ein- 
getragenen Werte von C,/R (berechnet), die in Fig. 6 als aus- 
gezogene Kurve V eingezeichnet sind. 


1) Ann. d. Phys. 57. p. 81. 1918. 
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Tabelle VI 
V. 0,222 bei T = 100°. 
| CJR C,/R 
T berechnet beobachtet 
35 0,186 0,000 0,000 
40 0.212 0,000 0,000 
45 0.239 0,001 0,010 
50 0.265 0,003 0,015 
80 0.318 0,014 0,005 
65 0.345 0,026 0,030 
70 0,371 0,041 0,060 
80 0,424 0.084 0,081 
82 0,435 0,095 0.106 
85 0,451 0,113 0,116 
90 0,477 0.147 0,141 
91 0,482 0,154 0,136 
100 0,530 0,292 0,299 
110 0,583 0,302 0.323 
126 0,667 0,433 
135 0.714 0 
145 0.769 0,578 
157 0,833 0,654 
189 1,000 0.795 
196,5 1,041 0,817 0,711 
236 1,250 0,901 
273,1 1,447 0.936 0,937 


Die Übereinstimmung dieser Kurve V mit den beob- 
achteten Punkten ist bei tiefen Temperaturen befriedigend. 
Auch die beiden Punkte bei hohen Temperaturen (273,1 und 
2899) liegen in unmittelbarer Nachbarschaft der Kurve. Da- 
gegen liegt der Punkt bei 196,5°, der, wie schon erwähnt, durch 
die Doppelmessung von Eueken und Scheel-Heuse beson- 
dere Sicherheit besitzt, um 0,106, d.h. um 13 Proz. zu tief, 
Benutzt man statt (55) den von 8. Rotszayn angegebenen 
Wert © = 190, so wird die Kurve dadurch nur unwesentlich 
verändert: Die Übereinstimmung bei tiefen und hohen Tem- 
peraturen bleibt bestehen, aber die Diskrepanz. bei 196,5° wird 
nicht beseitigt. 

Nimmt man jedoch den Wert z 7 = 0,711 bei T = 196,5° 
als Standardwert, so wird 


(66) 5 = 00454; = 2205; 1,195 . 10-9 


win 
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% 8 00 2 140 
Fig. 6. 


und es ergeben sich z. B. die folgenden Werte: 
T= 65°; + = 0,295; © (berechn.) = 0,008; beob. = 0,080, 


T= 100°; + = 0,454; {7 (berechn.) = 0,117; beob. = 0,222, 
T = 196,5°; + = 0,892; -%(berechn,) = 0,711; beob. = 0,711, 
T = 213,1°, + = 1,240;  (berechn.) = 0,897 ; beob. = 0,987 . 


Es wird also hierdurch zwar bei mittleren Temperaturen Uber- 
einstimmung erzielt, aber dafür geht sie bei tiefen und hohen 
Temperaturen verloren. 
$ 10, Die Kurve von Planck. 
Zum Vergleich wollen wir noch diejenige Kurve für die 
Rotationswärme betrachten, die Planck!) nach der zweiten 


1) M. Planck, Ber. d. Deutsch. Physik. Ges. 17. p. 416ff. 1015. 
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Planckschen Theorie berechnet hat, indem er die Kobärenz 
der beiden Freiheitsgrade voraussetzte. Planck findet: 


| gts? 
(57) wo 
| De 
Fur tiefe Temperaturen wird hier 

-301. 0% 
(58) W~ + *); 12 .o, 


Es tritt also hier eine Nullpunktsenergie h*? N/162? J auf. 
Für hohe Temperaturen wird 


(59) W~ RP; 


Für beliebige Temperaturen wird unter Benutzung der Ab- 
kürzung (84): 


wo 
f (2) = 122? + 1802° + 240 2° + 1008 21? + 2100 
(60) + 1260 z!° + 3600 x?° + 8748 z?? + 8820 276 
+ 9900 +... 
g (z) 1 + 62? + 924+ 102° + 3921? + 427% 
+ 70218 + 18220 + 54272 + 49 244+ 90r2°+ 22799 + ... 


Die nach (60) berechneten Werte von C,/R sind in der 
8. Spalte von Tab. I als Funktion von o und 1/o eingetragen 
und als Kurve VI in Fig. 8 eingezeichnet. 

Die Kurve VI steigt zu einem Maximum an, das etwa 
10 Proz. über dem klassischen Wert liegt, und nähert sich dann, 
von oben kommend, asymptotisch dem klassischen Wert C, = R. 
Auch diese Kurve kann daher, ebenso wie die Kurven I und II, 
die Messungen nicht wiedergeben. ’ 

Für Werte von «<1 ist die Berechnung der Kurven 
schon recht mühsam, da man dann sehr viel Glieder von f(x) 
und g(z) braucht. Um auch in diesem Fall den Verlauf der 
Kurve zu erkennen, kann man zweckmäßig so verfahren: Man 
schreibe die allgemeine Formel 


C, f@) 
= 
R 
ees 


R do? 

folgendermaßen um: 

C, dG(1jo) 

R~ ’ 
(61) wo : 

digQ dYjde 
| — = 
Wir nehmen z. B. die Kurve VI. Für diese ist nach (57): 
Also 

(68) und daher 

G(1/o) = ade 
Nun ist 


Q, = 14+ 327+ 52° + Tx? + 92 + 11 2 + 13 2% 
+ 152% + 17272 + 19 2% + 212110 +... 
dQ, 


62? {1 + + 14210 + 802" + 55 + $12” 
+ 140 25% + 204 17° + 285 x + 385 71® +...) 
Also 


Sat + 1400 + + 550% + 910! + 1400 + 2040 +... 
14+ 8a? + 5a + Te? + + 1109 + 180% + 1500 +... 


Die zahlenmäßige Berechnung dieser Funktion G (1/o) ist für 
o <1 einfacher, als die Auswertung von C,/R nach (60), 
weil hier die Glieder im Zähler und Nenner schneller abnehmen. 
Es ergibt sich Tab. VII. 


Die in der dritten Spalte der Tab. VII eingetragene 
Größe A ist folgendermaßen definiert: Sind 1/o, und 1/o, zwei 
aufeinanderfolgende’ Werte von 1/¢ und G (1/o,) bzw. G (1/o,) 
die entsprechende Werte von G (1/a), so ist 


(65) G (1/04) — G (1/0,) 


1/o, — 1/0, 


. . . 
4 
3 
C, a a lg Q 
° 
y 
4 
= 
2 
| G(1/o) = 6x 
q 
N 
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1/o G(1/o) A 
0,250 0,000 | 
0.333 0,0144 
0,400 0.0398 
0.500 0.1043 
0,556 1521 
0,825 0.2197 
0,667 0,2630 
0,714 0.3140 10 
0.769 0.3739 
0.833 0.4442 
0,5270 
1,000 0,6253 
6 1,0649 
0.7435 
1,250 0,8887 
1,429 1,0728 a2 
1,667 1,3183 
2.1 
5.000 4.6605 1,0018 
Es ist also ; 
_ 4G(ijo) _ ©, 
(68) 1 = ~ R 


Der Verlauf von A gibi also im wesentlichen den gesuchten 
Verlauf von C,/R. Speziell erkennt man bei der vorliegenden 
| Kurve VI den Anstieg von A bis zu einem Maximum und die 

von oben erfolgende asymptotische Annäherung an den Wert 1. 


8 11. Zusammenfassung. 

Als Ergebnis der vorliegenden Untersuchung kann man die 

folgenden Sätze aussprechen: 

| I. Legt man bei der Berechnung der Rotationswärme C, 
das Hantelmodell und die erste Plancksche Theorie zugrunde, 
so erhält man ohne Nebenannahmen Kurven (I und II) mit 
der Gewichtsfunktion 2n-++1 bzw. n-+1 für den nten Quanten- 

zustand, je nachdem man positive und negative Rotationen 
| a unterscheidet oder nicht. Beide Kurven durchlaufen ein 
Maximum (das bei der Kurve I sogar über dem klassischen 
Wert C, = R liegt) und ein daräuffolgendes Minimum, und 
nihern sich dem klassischen Wert asymptotisch von unten. 
Dieses Verhalten steht mit den Messungen nicht im Einklang. 


| 
; 
. 
= 
als 
> : 
. 
! 


688 F. Reiche. 


U, Verbietet man bei den Kurven I und II den nullten 
Quantenzustand, indem man ihn mit dem Gewicht 0 belegt, 
so entstehen die Kurven III und IV, die mit wachsender Tem- 
peratur monoton ansteigen und sich asymptotisch dem klas- 
sischen Wert nähern. Der Vergleich mit den Messungen zeigt, 
daß durch geeignete Wahl der verfügbaren Konstanten (des 
Trägheitsmomentes) die Kurven III und IV zwar bei tiefen 
und mittleren Temperaturen in befriedigende Übereinstimmung 
mit den Beobachtungen zu bringen sind, daß sie dagegen dann 
bei höheren Temperaturen (ungefähr 300°) bedeutend zu tief 
liegen. 

III. Berücksichtigt man den schwachen Einfluß der verti- 
kalen Schwerkraft, und verbietet alle die Quantenzustände, bei 
denen das Modell in einer Vertikalebene rotiert, so erhält man 
eine Kurve V mit dem Gewicht n, die ebenso wie die Kurven III 
und IV monoton ansteigt und sich dem klassischen Wert asym- 
ptotisch nähert. Bei dieser Kurve V kann man durch geeignete 
Wahl des Trägheitsmoments Übereinstimmung bei tiefen und 
hohen Temperaturen erreichen; dagegen liegt die Kurve bei 
mittleren Temperaturen (ungefähr 200°) bedeutend zu hoch, 


IV. Zum Vergleich mit den nach der ersten Planckschen ' 
Theorie berechneten Kurven I bis V werden die nach der 
zweiten Planckschen Theorie berechneten Kurven heran- 
gezogen. Die unter Voraussetzung inkohärenter Freiheits- 
grade berechnete Kurve von 8. Rotszayn deckt sich mit 
Kurve V. Die von Planck unter der Annahme kohärenter 
Freiheitsgrade berechnete Kurve VI steigt zu einem oberhalb 
des klassischen Wertes liegenden Maximum an, und sinkt dann 
langsam, um sich von oben her asymptotisch dem klassischen 
Wert zu nähern. 


Anhang. 


In den folgenden Betrachtungen sind auf Grund der ersten 
Planckschen Theorie zwei Beispiele behandelt, die die Ver- 
schiedenheit der Resultate zeigen, zu denen man gelangt: 


1. Wenn man, entsprechend der Möglichkeit positiver und 
negativer Umläufe, gewisse Quantenzahlen doppelt zählt. 
2. Wenn man nur die positiven Umläufe berücksichtigt. 
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1. Beispiel. Der 2-dimensionale, quasielastische Oszillator. 


Ist m die Masse, w die Frequenz des Oszillators, so wird 
bei Einführung von ebenen Polarkoordinaten r und die 
Energie des Oszillators 


(1) W= 12g? + wr), 
Die den Koordinaten r und 9 entsprechender: Impulse sind 
(2) p,=mr und p,=mrg. 


Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung des Pro- 
blems wird daher 


(8) (5) + 4 (32) = — 
Wir setzen 

(4) 

Dann ist 

(6) 


das konstante „Impulsmoment‘“ des Oszillators. Für V, er- 
gibt sich die Differentialgleichung 


(6) -V2mW 


Die Quantenbedingungen lauten 
| p, dr = § 2mW — — nh, 


2a 
f =nh. 
0 


(7) 


Nehmen wir auch hier n, 2 0, d. h. legen wir die Integrations- 

richtung des zweiten Phasenintegrals in die Bewegungsrichtung, 

so gilt die Formulierung (7) der zweiten Quantenbedingung 

nur für positive Umläufe und muß für negative Umläufe durch 


(Ta) [Pedy =-2ap= mh 


ersetzt werden. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 58. 45 
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Die Berechnung des ersten Phasenintegrals verläuft wie 
folgt: Man setze r? = £, dann wird 


(8) agy/—m mio! E 


Das Integral rechts ist von der allgemeinen Form 


(9) Je y4+22 


| Durch Anwendung der komplexen Integration findet man 
leicht?) 
B 


(10) 


wobei YC negativ imaginär, VA positiv imaginär ist, Nun 
ist hier - 


(11) ° A=- mot; B=mW; C=— pP. 
Also 
(12) Y4i=-+imo; VYe=-ilp|, 


da ja p positiv oder negativ sein kann. Daher folgt aus (7) 
bis (12): 


(18) -alpl+ anh, 
also 
ny 
W= h(n, +2), 
oder 
(14) Win, = hv (2n, +n), 


wenn man die Schwingungszahl » =; einführt. 


1) Vgl. z. B. A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 17. p. 500 ff. 


1916. 
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Die mittlere Energie des Oszillators wird also bei der 
Temperatur 


_ Wm 
(15) W= hr. 
=> (2m; + ms) 
> > 7 
Dabei ist 
hy 

(16) em kT 


Bei der Ausführung der Summationen unterscheiden wir nun 
zwei Fälle: 1. Man zählt alle positiven n, doppelt, entsprechend 
den positiven und negativen Werten von p. 2. Man berück- 
sichtigt nur die positiven p. 


1. Im ersten Fall hat man nach n, und n, von 0 bis & 
zu summieren, dabei aber alle Glieder, für die n, > 0 ist, doppelt 
zu nehmen. Dann wird 


Der Zähler in (15) ist aber nichts anderes als 


do 


(1%) 


Daher folgt 
(18) W 2hr 


dss heißt das Doppelte des Wertes für den linearen Oszillator. 


2. Im zweiten Fall hat man einfach nach n, und n, von 0 
bis oo zu summieren. Dann ergibt sich 


45° 


; 3 

= 

| | 

3 

= 

3 

kT 

¢..=-1 

2 
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Daraus 
de 
also 
(20) 
kT 
e —1 —1 


Die Energie setzt sich hier additiv aus der Energie zweier 
linearer Oszillatoren von den Schwingungszahlen » und 2% 
zusammen. 


2. Beispiel. Der räumliche (3-dimensionale) quasielastische 
Oszillator. 


Hier wird, bei Einführung räumlicher Polarkoordinaten r, ®, g: 
(21) W = + 79 + 

Also die drei Impulse 

(22) P,= mi; pommrd; Pp = sin? Fp 

und daher die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung 
(28) (37 or 5) +3 r? (35) Far (Se) — mi 
Wir machen den Separationsansatz 

(24) + V¥2(8). 


Dann erhält man für V, und V, die beiden Differential 
gleichungen 


(25) Wr? + mMotr—= — R? 

av.\: p? 

+ ae 
wo k2>0 eine neueingeführte Konstante darstellt. Die drei 
Quantenbedingungen lauten hier 


dr = far) — = nh, 

2 

f Pedy =n,h. 
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Für negative p ist die dritte Quantenbedingung wieder durch 


—22 


0 


zu ersetzen, Das erste Phasenintegral in (26) hat wieder die 
Form von (7). Die erste Quantenbedingung lautet daher 


(27) anh. 
Analog folgt für die zweite Quantenbedingung 
(28) 
Aus (26), 26a), (27), (28) ergibt sich 

(29) Wann = hv (2m, + + Ms). 
Daher 


Neg % 


Ny % 


wo o durch (16) definiert ist. 


1. Berücksichtigung der positiven und negativen p, Sum- 
mation über N,nzn, von 0 bis oo, wobei alle Glieder, für die 
N, >0, doppelt zu nehmen sind. Dann findet man 


8= 


en) = 2 . . = 1 


1-e Lug * “fae? (1- 
ds 86” 
also 
(82) 
—1 


Man erhält also das Dreifache des Wertes für den linearen 
Oszillator. 
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2. Berücksichtigt man nur die positiven p, summiert also 
einfach über n,n3n, von 0 bis oo, so wird 


1 1 
S= (1-e°% 


Also 
= 2h 2h 
(83) W= hy + 2hy 
tT kT 
e -1 e —1 


Die Energie setzt sich hier additiv zusammen aus den Energien 
von zwei linearen Oszillatoren von der Schwingungszahl » und 
einem linearen Oszillator von der Schwingungszahl 2». 


(Eingegangen 27. Dezember 1918.) 
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2. Unter welchen Bedingungen kann man von 
einem Elektronengas reden? 


von M. v. Laue. 


Einleitung. 


In einigen vorhergehenden Veröffentlichungen!) haben wir 
das thermodynamische Gleichgewicht für die Wolken von Elek- 
tronen untersucht, welche heiße Leiter der Elektrizität um- 
geben. Das Gleichgewicht der Wolke in sich ist beherrscht 
durch die Differentialgleichung 


je 


8 


(1) 
in welcher p das elektrostatische Potential, e die Ladung eines 
Elektrons, k die Boltzmannsche Konstante, T die absolute 
Temperatur und o, eine Konstante von der Dimension der 
elektrischen Raumdichte bezeichnet, deren Zahlenwert sich 
erst mit der Festsetzung eines bestimmten Nullpunktes für @ 
definieren läßt. Diese Differentialgleichung entsteht durch 
die Vereinigung der Poisson-Laplaceschen Gleichung 


(2) Ap=-—e 


mit dem Boltzmannschen Verteilungssatz, angewandt auf 
die von den Elektronen hervorgerufene elektrische Raumdichte 


(3) Qe 
Für das Gleichgewicht der Wolke mit der Glühelektrode aber 
haben wir als Bedingung die Beziehung?) 


1) M. von Laue, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektron, 15. 1918. p. 205, 
257 und 301. 


2) 1. c. p. 241. Gleichung (48). 
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gefunden, in welcher o, die elektrische Dichte unmittelbar an 
der Elektrodenfläche (die Grenzdichte), Ne die Ladung eines 
Mols Elektronen, R die Gaskonstante, uw die „Elektronen- 
affinität‘‘ der Glühelektrode, d.h. die Zunahme von deren 
freien Energie bei Zuführung eines Mols Elektronen, und C 
eine.universelle Konstante bedeutet. Deren Zahlwert ließ sich _ 
quantentheoretisch ermitteln; wir fanden!) 


_ 7.90. 10-18 cm-? grad”. 
Niel ha” 

Bei der Integration der Differentialgleichung (1) stellte 
sich heraus, daß bei hohen Temperaturen und bei hinreichen- 
dem Platz zu ihrer freien Entwicklung die Elektronenwolke 
die Glühelektrode als eine Oberflächenschicht umgibt, deren 
Dichte nach außen schnell abnimmt; auf ebene Elektroden- . 
flächen übt sie keinen Druck aus, hat aber eine negative Ober- 
flächenspannung, welche sich an gekrümmten Flächen in einem 
„Kapillardruck“ äußert. Neben ihrer kinetischen Energie be- 
sitzt sie eine potentielle von der gleichen Größenordnung und 
unterscheidet sich somit durchaus von einem idealen Gase. 
Die Aufstellung der thermodynamischen Funktionen für diese 
Oberflächenschicht führte uns zu dem Gleichgewichtsgesetz (4). 

Als Grund für diese flächenhafte Anhäufung fanden wir, 
daß sich die Zahl der Elektronen infolge des Nachschubes aus 
der Elektrode mit wachsender Temperatur sehr viel rascher 
vergrößert, als zur absoluten Temperatur proportional. Denken 
wir uns den Nachschub unterbunden, also die Zahl der Elek- 
tronen unveränderlich, so wird das Bild ein ganz anderes. Wie 
wir in der zweiten der erwähnten Untersuchungen zeigen 
konnten, nimmt dann die Elektronenwolke mit steigender 
Temperatur schließlich immer mehr einen Zustand an, der in 
allen wesentlichen Punkten dem idealen Gaszustand gleicht. 
Gerade dies ermöglichte es uns, die Konstante C auf die 
Entropiekonstante eines idealen Gases zurückzuführen. 

Nun hat früher H. A. Wilson die Vorstellung, daß sich 
die Elektronen in Berührung mit einer Glühelektrode als Gas 
verhalten, thermodynamisch verwertet, indem er auf dies 
Gleichgewicht die Clausius-Clapeyronsche Gleichung an- 


1) 1. c., p. 268 u. 269. Gleichung (38). 
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wandte.!) Wir möchten hier untersuchen, an welche Be- 
dingungen die Berechtigung dieser Auffassung gebunden ist, 
und Wilsons Ergebnis mit unserer Gleichgewichtsbedingung (4) 
vergleichen. — In den ersten beiden Veröffentlichungen fehlte 
uns noch eine wesentliche Vorbedingung für diese Untersuchung, 
nämlich die erst in der dritten erworbene Überzeugung, daß bei 
einiger Dichte der Elektronen die Bildkraft keine Rolle mehr 
spielt. 
§ 1. 


Um mit einem thermodynamischen Gleichgewicht zu tun 
zu haben, müssen wir den Wänden des die Elektronenschar 
enthaltenden Raumes jedenfalls überall die gleiche Tempe- 


- ratur zuschreiben, wie dieser selbst. Sodann wollen wir sogleich 


Nichtleiter als Teile der Begrenzung ausschließen; einmal aus 
dem Grunde, daß sie elektrische Einwirkungen von außen nicht 
abschirmen, sodann, weil unbekannt ist, ob und in welchem 
Maße sich Elektronen auf ihnen niederschlagen. Beide Gründe 
erschweren bei teilweise nichtleitender Begrenzung eine ge- 
naue Fragestellung. 

Ferner wollen wir annehmen, daß die ganze Oberfläche 
aus demselben Stoff besteht. Dann ist das Potential p auf 
ihr konstant; wir nennen den Randwert ®. Da » im Inneren 
keine Maxima haben kann?), ist es überall kleiner als ® und 
hat ein oder mehrere Minima; den niedrigsten Wert, den es 
überhaupt annimmt, wählen wir als Nullpunkt dafür, Die 
Konstante o,, welche in (1) und (8) auftritt, erhält dann die 
Bedeutung des Minimalwertes von o. Soll sich die Elektronen- 
schar als Gas verhalten, so ist jedenfalls notwendig, daß ihre 
Dichte o annähernd konstant ist, d. h., daß in der aus (8) als 
erste Näherung folgenden Gleichung 


(5) e= (1-57) 


lelp/k T<1 ist. Da aber der größte vorkommende Wert 
von p der Randwert @ ist, so müssen wir fordern: 


(5a) 


1) H. A. Wilson, Phil. Trans. (A) 202. 1903. p. 243. Vgl. auch 
0.W. Richardsons Darstellung in Band 4 des Marxschen Handbuches 
der Radiologie (Leipzig 1917) p. 464. 

2) Vgl. unsere oben genannte Arbeit p. 210. 
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Wir vereinfachen uns die Betrachtung zunächst durch die 
vorläufige Voraussetzung, daß die Grenzfläche das Ellipsoid 


(6) Ar + 


ist; den Koeifizienten A, B, C, drei reinen Zablen, legen wir 
die Bedingung auf: 


(7) A? + 


Die Grenzfälle C = 0 oder B = C = 0, in denen das Ellipsoid 
zum unendlich langen elliptischen Zylinder oder zum Ebenen- 
paar « = + 1 ausartet, wollen wir uns dabei noch offen halten. 
In Räumen dieser Gestalt können wir, wenn in ibnen go den 
konstanten Wert o hat, 


(8) 9=— (AP + BY y? + 2%) 
setzen; denn dieser Ansatz geniigt der Differentialgleichung 


Ag =— @ und der Nebenbedingung eines auf dem Ellipsoid (6) 
konstanten Wertes; letzterer ist 


(9) @ 


In erster Näherung können wir nun die Veränderlichkeit der 
Dichte o aus (5) ermitteln, wenn wir dort für g den Wert (8) 
benutzen, Die Bedingung (5a) erhält also nach (9) die Form: 


(10) u. P<}. 


Statt der Minimaldichte ge, kann man hier natürlich ohne 
weiteres die Grenzdichte e, einsetzen. Durch die Forderung (10) 
ist den linearen Abmessungen des Gefäßes eine obere Grenze 
gesetzt. Wir wollen hinzufügen, daß man an den strengen 
Lösungen der Differentialgleichung (1), die wir früher!) für 
das Innere des Kreiszylinders und den Raum zwischen zwei 
parallelen Ebenen gegeben haben, bestätigen kann, daß, falls 
(10) gilt, die Dichte konstant ist. Und, um sogleich ein Zablen- 
beispiel zu geben, erinnern wir daran, daß wir aus gewissen ' 
Messungen von Langmuir?) die Grenzdichte |o,| für Wol- 
fram von 2400 grad abs. zu 1,4 - 10? elektrostatische Einheiten 


1) 1. c. p. 228, Gleichung (31a) und p. 214, Gleichung (9). Die 
Bedingung (30) auf p. 267 daselbst läßt sich leicht auf die obige For- 
derung (10) zurückführen. 

2) J. Langmuir, Phys. Zeitschr. 15. p. 516. 1914. 
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geschätzt haben.) Soll og um 4/49) schwanken, so finden wir aus 
(5) und (9), indem wir zugleich zu elektrostatischen Maßeinheiten 
übergehen (sonst benutzen wir das Lorentzsche Maßsystem) 


8&0, 1 
(10a) Qa Pa. 
Mit den Werten | = 4,8 - 10-10 elektrostatische Einheiten, 
k = 1,84 » 10-16 erg./grad, berechnet sich daraus 
(10b) 1=9,5 10cm. 


Die Achsen des Ellipsoides (6) sind 1/A, 1/B, 1/C. Sind sie 
alle von der gleichen Größenordnung, so betragen sie also 
einige 10cm. Doch kann, da wir für B und C alle Werte 
bis zu Null einschließlich zugelassen haben, auch eine dieser 
Achsen und selbst zwei beliebig groß sein; nur die übrig 
bleibenden sind dann an die genannte Größenordnung ge- 
bunden. Diese Berechnung zeigt, wie sehr die Bedin- 
gung (10) bei einigermaßen hohen Temperaturen die Größe 
der Gefäße einschränkt. Diese Beschränkung geht in unserem 
Beispiel sogar so weit, daß die Voraussetzung aller dieser 
Betrachtungen, nämlich eine quasistetige Verteilung der 
elektrischen Ladung, nicht mehr zutrifft. Im einer Kugel, 
deren Halbmesser r—=1Y8 wir gemäß (10b) zu 1,6-10*cm 
bestimmen, beträgt die Zahl der Elektronen nämlich 
te. rs, 
d.h. etwa 5. Nun ist (108) 

man kommt also zu giinstigeren Verhiltnissen, wenn man ent- 
weder bei derselben Temperatur zu anderen Körpern übergeht, 
die eine kleinere Grenzdichte aufweisen oder aber bei dem- 
selben Stoff zu niedrigerer Temperatur; denn mit fallender 
Temperatur nimmt 7” wegen des schnellen Abnehmens 
von e, äußerst rasch zu. Es gibt also sicher schon Verhält- 
nisse, unter denen man von einem Elektronengas reden kann, 
aber die Bedingungen dafür sind recht einschränkende. 

Natürlich gibt es auch bei anders als ellipsoidisch gestalte- 
ten Räumen eine Größenbeschränkung. Denken wir uns einen 
solchen Raum mit der konstanten Dichte gq erfüllt ; sein Potential 


1) Lc. p. 250, 
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sei y, dessen konstanter Grenzwert, wie oben, ®. Nun dehnen 
wir, ohne gg zu verändern, alle seine Abmessungen um den 
Faktor 4; dann nennen wir das Potential gy’, dessen Grenz- 
wert ®’. Ein Punkt mit den Koordinaten x, y, z geht bei der 
Dehnung über in den ihm entsprechenden 2’= Az, y’=Ay, 
z’=Az. Wir behaupten, daß die beiden Potentiale in der 
Beziehung 9'= Aq zueinander stehen. Zum Beweise genügen 
die Bemerkungen, daß erstens wegen 

aus Ap = — og folgt: A g’= — go, und daß zweitens sich dann 
aus dem konstanten Grenzwert ® von m ein konstanter Grenz- 
wert ®@’—= )?® von p ergibt. Nach (5) schließen wir weiter, 
daß die Veränderlichkeit der Dichte oe in dem größeren Raume 
42.mal so groß ist, wie in dem kleineren. Es muß also auf jeden 
Fall eine Bedingung von der Art von (10) bestehen, nur daß 
die Bedeutung der Strecke | von Gestalt zu Gestalt wechselt 
und ohne Lösung des betreffenden Potentialproblems nicht 
angegeben werden kann. Bei Formen aber, die sich, wenn auch 
roh, durch ein Ellipsoid annähern lassen, kann man jeden- 
falls auf dieselbe Größenordnung der Abmessungen schließen, 
wie bei diesem Ellipsoid. 

Nun ist aber die Konstanz der Dichte keineswegs die 
einzige Bedingung für die Berechtigung, die Elektronenschar als 
ideales Gas zu betrachten. Wir müssen außerdem fordern, daß 
die potentielle Energie gegen die kinetische klein ist, und daß die 
Wandung einen zu ihr senkrechten Druck p erfährt, der dem 
Gasgesetz pV =n RT genügt, wenn n die Zahl der im 
Volumen V enthaltenen Mole von Elektronen bedeutet. Es 
läßt sich aber zeigen, daß beide Forderungen schon durch die 
Bedingung (5a) gewährleistet sind. Und zwar ist der Beweis 
wieder am einfachsten für ellipsoidische Gefäße. 

Aus (8) folgt nämlich für irgendeinen Punkt in dem be- 
trachteten Raum: 

grad? p = 00° (A! 2? + Bt y? + 0929), 
und, da nach (7) A, B®, 0? 1 sind: 

grad? p = ou? (A? 2? + B? y? + C? 2%), 
Der Klammerausdruck nimmt nach (6) seinen größten Wert, 12, 
auf der Begrenzung an. Für jeden Punkt im Innern oder 
auf der Begrenzung ist also nach (10): 
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} grad? ist die Dichte der potentiellen, $0,kT:e die der 
kinetischen Energie, da o,/e die Zahl der Elektronen für die 
Volumeneinheit mißt. Also überwiegt in der Tat die kinetische 
Energie. Für Punkte der Grenzfläche ist aber } grad? zu- 
gleich die Stärke des Zuges, den das elektrische Feld auf sie 
ausübt, während der von der Wärmebewegung der Elektronen 
herrührende Druck o,k T:e beträgt; o,/e ist nämlich die Zahl 
der Elektronen pro Volumeneinheit. Man kann also jenen Zug 
gegen diesen Druck vernachlässigen. Den Ausdruck für diesen 
Druck p kann man umgestalten, indem man k = R/N (R be- 
deutet die Gaskonstante, N die Zahl der Molekeln im Mol) und 


Ne V 
setzt; beide Seiten der letzten Gleichung geben nämlich, wenn 
n die Zahl der überhaupt vorhandenen Elektronenmole mißt, 
an, wieviele Mole in der Volumeneinheit liegen. Also folgt, 
wie wir verlangten, die Gleichung 
(11) pV =n RT. 
Für Gefäße von beliebiger Form führen wir die Berechnung 
für das Verhältnis der potentiellen zur kinetischen Energie im 
Anschluß an den Greenschen Satz, angewandt auf die am 
Rande verschwindende Funktion ® — go. Er liefert nämlich: 


Da nach unserer Festsetzung über den Nullpunkt von @ diese 
Funktion überall = 0 ist, folgt daraus weiter in Hinbl.ck auf (5a) 


1 
sad? gar < 
Das Integral hier gibt die gesamte potentielle Energie, 


&ber die gesamte kinetische Energie an; die erstere ist klein 
gegen die letztere. Man kann diese Ungleichung nun auch 
so umformen, daß danach der räumliche Mittelwert des Be- 
trages der Maxwellschen Spannungen, nämlich 


} 
= 
3 Qo is 
& 
= 
‘a 


702 - M. v. Lave. 


gegen den Druck p=o,k T:¢ verschwindet. Daß aber jeder 
Einzelwert von }grad?@ gegen p klein ist, läßt sich nicht 
beweisen, 

Das zeigen wiran einem Beispiel, In einem sonst ellipso- 
idisch begrenzten Gefäß führen wir einen feinen Draht aus 
dem gleichen Material wie die sonstige Begrenzung und mit 
dieser in leitender Verbindung bis nahe zum Mittelpunkt. In 
einem Abstande vom Draht, der gegen dessen Halbmesser 
groß ist, verändert das den Potentialverlauf sehr wenig, und 
so verschiebt sich dabei auch das Potentialminimum nur wenig 
aus dem Mittelpunkt. Das ganze Potentialgefälle ®, das über- 
haupt auftritt, liegt dann zwischen dem Drahtende und dem 
Mittelpunkt, d. h. auf einer gegen die anderen Abmessungen des 
Gefäßes kurzen Strecke; hier wird also grad?q wesentlich 
größer sein, als das Raummittel, und dasselbe gilt, wenn auch 
weniger schroff, für die ganze Oberfläche des Drahtes. 

Sollen wir nur derartige Fälle als Ausnahmen von der 
weiteren Betrachtung ausschließen? Wir halten das nicht für 
nötig. Einmal geben wir zu bedenken, daß auch der Druck p 
die Kraft nur für nicht zu stark gekrümmte Flächenstücke zu 
berechnen gestattet, so daß für die Oberfläche und die Spitze 
des soeben besprochenen Drahtes die ganze Frage vielleicht 
den Sinn verliert. Einen zweiten, stärkeren Grund dafür 
liefert aber die folgende Betrachtung: 

Wir deformieren die Begrenzung irgendwie. Wir können 
uns dann die Deformation auf unendlich viele Arten stetig ins 
Innere fortgesetzt denken, und benutzen eine davon, um für 
jeden Punkt des eingeschlossenen Raumes drei Verrückungen 
u, vd, w zu definieren. Welche Art wir auch wählen, die Arbeit, 
welche die Spannungen, die im Inneren liegen, bei der Ver- 
rückung der Oberfläche durch die aus ihnen folgenden Flächen- 
kräfte leisten, ist immer (wenn die Divergenz des Spannungs- 
tensors ? wie in unserem Fall verschwindet, d.h, 


ÖP:: 
Ox + by. 0% =O uw. 


ist) gleich dem Integral?) 


1) Vgl. z.B. A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizität, Deutsch von 
A. Timpe, Leipzig u. Berlin 1907. p. 111. 
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ör 

erstreekt über den ganzen Raum. In unserem Falle setzen 
sich die Spannungen zusammen aus dem Druck p und denen 
des elektrischen Feldes. Sind nun die Differentialquotienten 
du/dx usw. einigermaßen langsam veränderlich, so spielen 
keine Einzelwerte der Spannungskomponenten, sondern nur 
Mittelwerte von ihnen, gebildet für erhebliche Teile des ganzen 
Bereiches, eine Rolle. Ist insbesondere die Deformation eine 
reine Dehnung, so kann man sie durch u=Az, v=4y, 
w=Az mit einem konstanter. Proportionalitätsfaktor 2 dare 
stellen. Die Arbeit wird dann 


und hier treten überhaupt nur Mittelwerte, über den ganzen 
Raum an den Spannungskomponenten P,,, P,,, P. gebildet, 
auf. Der Ausdruck für die Arbeit genügt aber neben der 
Kenntnis der Energie vollständig, um daraus die Entropie 
und die anderen thermodynamischen Funktionen der Elek- 
tronenschar zu berechnen. 

Wir schließen aus diesen Betrachtungen: Die Bedingung (5a) 
ist notwendig und hinreichend dafür, daß man in einem Gefäße 
von überall gleichem leitenden Stoff die Elektronenschar als ideales 
Gas betrachten darf. Sie setzt der Größe des Gefäßes eine obere 
Grenze, wie man insbesondere an der für ellipsoidische Gefäße 

geltenden Umformung (10) der genannten Bedingung sieht. 

Bei unveränderlichen Abmessungen des Gefäßes ist die 
Potentialfunktion die wir aus der Gleichung 
bestimmen, zu gg proportional. Das gilt auch von ihrem 
Randwert ®. Will man also aus (5a) die zulässigen Abmes- 
sungen des Gefäßes bestimmen, .so fallen diese um so kleiner a.s, 
je größer das Verhältnis 9,/T ist. Wie schon einmal erwähnt, 
ist hier zwischen gg und o, kein wesentlicher Unterschied. 
Die Grenzdichte wächst aber mit der Temperatur T weit 
rascher, als zu dieser proportional; das Verhältnis o,/T nimmt 
also mit wachsendem T zu. Daraus folgt: Bedingung (5a) 
schränkt die Größe des Gefäßes um so mehr ein, je höher die 
Temperatur ist. In einem Gefäß von vorgegebener Größe ist der 
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ideale Gaszustand nur unterhalb einer bestimmten Temperatur 
verwirklicht!) 

Daß wir hier den Zustand, den wir früher als Grenzfall 
für hohe Temperaturen kennen lernten, bei verhältnismäßig 
niedrigen Temperaturen verwirklicht finden, stellt keinen 
Widerspruch dar. Bei der erwähnten früheren Untersuchung 
setzten wir eben die Zahl der Elektronen als unveränderlich 
voraus, hier aber liefert der die Elektronen einschließende 
Leiter immer neue Elektronen nach, wenn die Temperatur zu- 
nimmt. Es kommt eben nicht auf die Temperatur an sich an, 
sondern — bei einem Raume von vorgegebener Größe — auf 
das Verhältnis zwischen der Zahl der Elektronen und der 
Temperatur. Sehr gut aber paßt die hier gewonnene Er- 
kenntnis zu den früher gefundenen Sätzen?), nach denen 
sich die Elektronen in einem von einem leitenden Körper um- 
schlossenen Hohlraum mit steigender Temperatur immer mehr 
zu Oberflächenschichten ansammeln. Sind nur wenige Elek- 
tronen in dem Raume, wie es bei niedrigen Temperaturen der 
Fall ist, so ist der Einfluß der Raumladung auf den. Potential- 
verlauf noch wenig merklich, und die Elektronen können sich 
gleichmäßig verteilen. Mit steigender Temperatur wächst aber 
die Raumladung und drängt einen immer größeren Bruchteil 
der Elektronen an die Wandungen. Die Wärmebewegung der 
Elektronen widerstrebt dem zwar; aber sie nimmt mit steigen- 
der Temperatur nicht rasch genug zu, um den Einfluß der 
reißend schnell anwachsenden Raumladung aufzuheben. 

Besteht die Wandung des Gefäßes aus verschiedenen, 
metallisch leitenden Stoffen, so kann die Dichte o nicht kon- 
stant sein, da ja an jedem dieser Körper eine andere Grenz- 
dichte herrschen muß. Man kann darin nicht ohne weiteres 
eine Abweichung vom idealen Gaszustand sehen, da ja dann 
die Elektronen unter dem Einfluß äußerer Kräfte stehen, die 
durch den Voltaschen Spannungsunterschied zwischen diesen 


1) Hier können wir nun auch begründen, weshalb diese Unter- 
suchung erst seit der Aufklärung des aus der älteren Literatur über- 
nommenen Irrtums hinsichtlich einer „Bildkraft“ möglich war. Wirkte 
nämlich neben der aus dem Potential m abzuleitenden Kraft eine Bild- 
krafi auf die Elektronen, so müßte diese gerade in engen Gefäßen eine 
sehr bedeutende, hier sogar eine überwiegende Rolle spielen. 

2) 1. oc. p. 211, 212 und die Zusammenfassung auf p. 255. 
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Körpern hervorgerufen werden, Auch Gase haben aber im 
Felde äußere Kräfte, wie etwa der Schwere, an verschie- 
denen Stellen verschiedene Dichten. Man wird vielmehr beide 
Zustände als entsprechende zu betrachten haben, solange die 
Potentialveränderung, welche die Elektronenschar selbst hervor- 
bringt, zu gering ist, um ihrerseits wieder deren Dichte zu be- 
einflussen. Dazu ist jedenfalls wiederum notwendig, daß das 
Gefäß nicht zu groß ist. Ein genaueres Eingehen auf diese 
Verhältnisse hat aber wohl keinen besonderen Reiz, 

Es mag aber hier noch auf einen Punkt hingewiesen werden, 
dessen man sich, so selbstverständlich er ist, doch selten be- 
wußt wird. In dem Begriff des idealen Gaszustandes liegt 
nämlich außer der bekannten Vernachlässigung der Molekular- 
kräfte auch das Absehen von allen Schwerewirkungen, die vom 
Gase selbst ausgehen. Berücksichtigt man diese, so führt der 
Boltzmannsche Verteilungssatz für die Massendichte 4, 

my 
d= e *T 
in Verbindung mit der Laplace-Poissonschen Differential- 
gleichung Ay=xö 
für das Schwerepotential y (m ist die Masse eines Molekiils, 
zx die Konstante des Newtonschen Anziehungsgesetzes) zu 
der Differentialgleichung 


(12) Aw=xd,e HT. 

Genau im gleichen Sinne, in welchem unsere Gleichung (1) die 
Elektronengleichgewichte beherrscht, regelt diese den Zustand 
schwerer Gase. Daß man in der Physik von den erwähnten 
Schwerewirkungen fast immer absehen darf, liegt an den ver- 
hältnismäßig geringen Gasmengen, mit denen man bei allen 
Versuchen zu tun hat, und an der gegen die AbstoBung zweier 
Elektronen bei gleicher Entfernung geringen Stärke der Schwere- 
anziehung zweier Gasmolekeln, Gäbe es Gase, die bei überall 
gleicher Temperatur die Mächtigkeit eines größeren Himmels- 
körpers haben, so müßte man durchaus statt der Zustands- 
gleichung die Differentialgleichung (12) auf sie anwenden. Die 
mathematischen Methoden, die wir in den früheren Veröffent- 
lichungen auf Gleiehung (1) angewandt haben, leisten im 
wesentlichen dieselben Dienste für diese. Trotzdem haben 


Annalen der Physik, IV. Folge. 58. 46 
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beide Gleichungen durchaus verschiedene Eigenschaften, die 
eben von dem Unterschied zwischen der elektrischen Abstoßung 
der Elektronen und der Schwereanziehung der Gasmolekeln her- 
rühren. Gleichung (1) läßt sich auf 


Au=e* 


zurückführen), Gleichung (12) statt dessen durch die Sub- 
stitution 


auf 

Lésungen der letzteren liefern im Gegensatz zu der ersteren 
niemals Minima, wohl aber Maxima der Dichte; auch fehlen 
im allgemeinen jene so kennzeichnenden Flächen, an denen 
sie unendlich groß werden. 

Der Begriff: „idealer Gaszustand‘ bezeichnet also einen 
Grenzzustand, dem sich Elektronenwolken und Gase von ent- 
gegengesetzten Seiten beliebig nähern können. Daß wir diese 
Annäherung bei den Gasen im allgemeinen besser verwirklicht 
finden, als bei den Elektronenscharen, liegt lediglich an dem 
. Unterschied der Stärke bei der elektrostatischen Abstoßung 
der Elektronen und der Schwereanziehung der Gasmolekeln. 


§ 2. 

Wir denken uns die -Elektronenwolke eingeschlossen in 
ein leitendes Gefäß aus einheitlichem Stoff und nehmen die in 
§ 1 untersuchte Bedingung (5a) als erfüllt, betrachten also die 
Elektronenschar als ein ideales Gas. Die Zahl der im Gefäße 
vorhandenen Mole sei n. Wie wir ihm die Zustandsgleichung 

pV=nRT 
zuschreiben und seiner Energie den Wert 
U=3nRT, 
müssen wir dann auch seiner Entropie den Wert 


beilegen, welchen ein einatomiges Gas mit der Atommasse m 
hat, Die Konstante in dem Klammerausdruck ist dabei aus 


1) 1. e. p. 209. 
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den Arbeiten von Tetrode, Sackur, Stern und Planck?) 
entnommen. Wir erinnern daran, daß wir auch früher zur 
Ermittlung der Konstanten C von diesem Wert der Entropie- 
konstanten eines einatomigen, idealen Gases ausgegangen sind. u: 
| Die Funktion “= 


g— 


erhält danach die Gestalt 
(14) - log p + log 22 


Die Gleichgewichtsbedingung zwischen dem Elektronengas und 
dem umschlieBenden Metall hat man so aufzustellen, daß man 
zunächst für das Metall die entsprechende Funktion 


aufstellt und dann 

8® 
5) (Fahr 
setzt. Führen wir schließlich die ,,Elektronenaffinitat‘ 
(16) (“4 =) 

ein, so finden wir als Gleichgewichtsbedingung 
u 

an Bert: 


Daß dabei auch Temperatur und Druck für beide Phasen 
gleich sein müssen, bedarf keiner Erwähnung. Setzen wir 
in (17) den Wert (14) für @ ein, so finden wir ohne weiteres 


als Gleichung der „Verdampfungskurve“ ~ 5 
(18) 
Für die Dichte 

Tr : 


1) H. Tetrode, Ann. d. Phys. 88. p. 434. 1912 und 89, p. 255. 
1912; O, Sackur, Ann. d. Phys. 40. p. 67. 1913; O. Stern, Physik. 
Zeitschr. 14, p. 629. 1913; M. Planck, Göttinger Wolfskehlvortrige 1918 
(sollen in der Physik. Zeitschr. erscheinen). 
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708 M. v. Laue, 
folgt däraus: 


Denselben Wert findet man auch, wenn man in Formel (4) 
den Wert (4a) von C einsetzt. 

Nur besteht ein kleiner Unterschied in der Bedeutung 
von u. Früher hatten wir darunter den Wert des Differential- 
quotienten der freien Energie F,,, , 


( on 

fir p =0 verstehen miissen, diesmal aber 

für einen von Null verschiedenen Druck, Für p=0 wird 
nach (14a) 

6 ®,, 
r( én (77): 

Damit der Unterschied bei einem positiven p etwas ausmachte, 
wäre notwendig, daß einmal dV,,/@ ” einen in Betracht kommen- 
den Wert hätte, d. h., daß sich das Metall bei der Elektronen- 
abgabe zusammenzöge oder ausdehnte, zweitens, daß der innere 
Zustand, also die Funktionen U, und V,,, merklich durch die 
geringen, hier in Rede stehenden Drucke p verändert würde, 
Beide Bedingungen sind nicht erfüllt, so daß wir trotz des 
gedanklichen Unterschiedes zwischen den beiden Werten von u, 
das jetzige Ergebnis als völlige Bestätigung des früheren 
bezeichnen können. Darin liegt auch eine Rechtfertigung 
für unsere stets benutzte Anschauung, daß der Grenz- 
wert der Dichte, g,, nur vom Elektrodenmaterial und der © 
Temperatur abhängt. Es mag erwähnt werden, daß, genau 
genommen, nicht 


ÖFn 

(=), ’ sondern — 
die Stellung des Körpers in der Voltaschen Spannungsreihe 
kennzeichnet; nur weil 9V,,/8 unmerklich klein ist, macht 
das keinen Unterschied. 

Wir wollen hier daran erinnern, daB wir Gleichung (19) 
zunächst in dem hier stets benutzten Lorentzschen Maß- 
system abgeleitet haben, Der Übergang zum elektrostatischen 
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bedingt aber keine Veränderung dieser Formel, da sich die 
Dichte o, und die Elektrizitätsmenge e dabei in der gleichen 
Weise umrechnen. 


Aus der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung (15) geht 
für Gleichgewichte, die nur von einer Veränderlichen, etwa 
der Temperatur abhängen, ganz allgemein und streng die 
Clausius-Clapeyronsche Gleichung hervor!) Die Be- 
rechtigung, sie hier anzuwenden, haben wir also schon zugegeben. 
Andererseits kann uns ihre Anwendung nichts Neues lehren, 
im Gegenteil, da wir die Dampfdruckkurve (18) aus ihr durch 
eine Integration gewinnen müssen, bleibt der Proportionalitäts- 
faktor von (18) dabei unbestimmt, den wir aus der Entropie- 
konstanten entnehmen konnten. Dennoch wollen wir diesen 
Weg beschreiten, um zu zeigen, weshalb H. A. Wilson von 
ihr aus nicht zu unserer Formel (18) gekommen ist, Die 
Clausius-Clapeyronsche Gleichung lautet: 

(20) r= Tv, — »,) 

und zwar bedeutet darin r die Wärmemenge, die bei der Uber- 
führung eines bestimmten Quantums Stoff aus der Phase 2 
in die Phase 1 zuzuführen ist, v, die Volumenzunahme der 
Phase 1 und », die der Phase 2, wenn diese Überführung bei 
konstanter Temperatur und konstantem Druck vor sich geht. 
Als Phase 1 bezeichnen wir die Elektronenwolke. Führen wir 
ihr aus dem Leiter, der Phase 2, dn Mole Elektronen zu, so 
vermehrt sich ihre Energie um 3dn RT, während die des 
Metalls um — (0 U,„/dn),,r x dn wächst. Gleichzeitig muß die 
Arbeit dn RT gegen den Druck p geleistet werden, », ist ganz 
unmerklich, hingegen v, =dn RT. Also ist 


RT — (Sr = 


ön 
und 
dp RT? dp 


1) Vgl. z.B. M. Planck, Vorlesungen über Thermodynamik, $ 212, 
Dabei ist der innere Zustand jeder Phase als abhängig außer von der Zu- 
sammensetzung von Temperatur und Druck angenommen. Für die früher 
von uns betrachteten Oberflächenschichten gilt wohl Gleichung (15), aber 
nicht die von Clausius und Clapeyron, weil diese Bedingung nicht 
erfüllt ist. 
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so daß die Gleichung (20) liefert: 


(21) 


Dies findet a auch bei Wilson. 
In der Integration weichen wir aber von Wilson ab. Er 
setzt als Annahme die Energiezunahme 


3 öU„ 
(22) - (Ge) „-4+B7 


(A und B sind Konstanten) und findet dann 


+e 
p = const -7 


Wir hingegen erinnern an die allgemeine thermodynamische 
Formel?): 


OT }p T* 


Indem wir hier unter Vernachlässigung des Druckeinflusses auf 
den inneren Zustand der Elektrode den längs der Verdampfungs- 
kurve (18) zu bildenden Differentialquotienten 


dD, _ (2 
aT “\ 


setzen, erhalten wir, wenn wir längs der Verdampfungskurve 
integrieren und 9V „/dn, wie schon mehrmals, vernachlässigen: 


somit finden wir durch die Integration von (21) 


p = const - 


was sich von (18) nur durch die unbestimmt bleibenden Kon- 
stanten unterscheidet. Der einzige Unterschied zwischen 
Wilson und uns beruht somit auf seiner Annahme (22). 
Richardson ist bei seiner Darstellung von Wilsons Ge- 
dankengang unserem Ergebnis schon sehr viel näher gekommen; 


1) Vgl. z.B. bei M. Pianck, Vorlesungen über Thermodynamik, 
Gleichung (79b). 
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ihm ist nur die einfache Redentang des in (28) ausgeführten 
Integrales entgangen.t) 

Zur Formel (19) für die Grenzdichte der Elektronenwolke 
an der Glühelektrode führen somit zwei Wege. Der früher be- 
schrittene betrachtet diese Wolke in dem für sie so kenn- 
zeichnenden Zustande der Oberflächenschicht, während der 
zweite den gerade entgegengesetzten, nur unterbeschränkenden 
und manchmal, wie wir gesehen haben, gänzlich unerfüllbaren 
Bedingungen möglichen Zustand ins Auge faßt, in welchem sie 
sich wie ideales Gas verhält. Der eine benutzt von den Lösungen 
der Differentialgleichung (1) die Umgebung der Unendlichkeits- 
stellen, der andere deren breite Minima. Der zweite Weg hat 
zweifellos den Vorzug der Kürze. Dafür hat uns der erste 
einen weit tieferen Einblick in das Wesen dieser Elektronen- 
wolken verschafft, da wir auf ihm jene Oberflächenschichten 
nicht nur in ihrer Dichteverteilung, sondern auch in ihren 
thermodynamischen Funktionen kennen lernten. Die Grund- 
lagen beider Ableitungen sind natürlich dieselben, nämlich die 
Differentialgleichung 

4p =— % 
die allgemeinen Formeln der Thermodynamik und der elektro- 
statische Ausdruck fiir die Energie, und schlieBlich noch der 
quantentheoretische Wert für die Entropiekonstante idealer 
Gase. Die Ubereinstimmung beider Ergebnisse bedeutet also 
nur, daß wir beide Wege folgerichtig beschritten haben, 


Frankfurt a.M,, Institut für theoretische Physik, 
Dezember 1918. 


RIS 


1) Zusatz bei der Korrektur: Dicse Lücke hat «ine nach Einreichung 
dieser Untersuchung erschienene Notiz von W. Schottky, Phys. Zeitschr. 
20. p. 49. 1919, ausgefüllt. Was sonst über sie zu sagen ist, stellen wir 
in einer Entgegnung „‚Läßt sich die Clausius-Clapeyronsche Gleichung 
auf die Glühelcktronen anwenden ** in der gleichen Zeitschrift zusammen. 


(Eingegangen 30. Dezember 1918.) 
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3. Beobachtungen über den Effekt 

des elektrischen Feldes auf Spektrallinien. 
IX, Vergleich von Dupletserien; 
von J, Stark und O. Hardtke. 


Inhalt: $ 1. Einleitung. — $ 2. Methoden. — § 3. Ergebnisse 
für die diffusen Dupletserien. — $ 4. Die nahdiffuse Dupletserie. — 
§ 5. Verbreiterung und Druckverschiebung der untersuchten Linien. 


§ 1. Einleitung. — Der Zeemaneffekt ist für entsprechende 
Linien entsprechender Serien verschiedener Elemente qualitativ 
und quantitativ derselbe. Dies hat sich vor allem für die 
Hauptserie und die beiden Nebenserien von Duplets der Ele- 
mente Na, Cu, Ag, Mg, Ca, Al, TI ergeben. Aus der Über- 
einstimmung der Zeemaneffekte der Dupletlinien dieser Ele- 
mente ist zu folgern, daß die kinematischen Freiheitsgrade 
und die kinematischen Koppelungen der Elektronen in den 
Serienträgern für die genannten Elemente diegelben sind. 

Es lag nahe, wie die Zeemaneffekte so auch die Effekte 
des elektrischen Feldes auf entsprechende Linien verschiedener 
Elemente miteinander zu vergleichen. In dieser Hinsicht lieferte 
zunächst die Untersuchung der He- und Li-Linien ein einfaches 
Resultat. Die Effekte des elektrischen Feldes auf entsprechende 
Linien dieser Elemente stimmen nämlich hinsichtlich der Zahl 
und des Abstandes der Komponenten ziemlich genau überein. 

Es erhob sich die Frage, ob diese Übereinstimmung auch 
für die Dupletserien anderer Elemente besteht. Es wurden 
von uns für diesen Vergleich die diffusen (ersten) Nebenserien 
von Na, Cu, Ag und Al ausgewählt. Von ihnen sind wenig- 
stens die drei ersten Glieder bekannt; von diesen kamen wieder 
nur das zweite uhd dritte Glied in Betracht, weil nach den bis 
jetzt vorliegenden Erfahrungen nur für sie bei der angewandten 
Dispersion und Feldstärke ein positiver Erfolg zu erwarten war. 

Von den vier genannten Elementen ist die diffuse Neben- 
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' serie der Al-Duplets bereits von R. A. Wetzel!) auf den Effekt 


des elektrischen Feldes untersucht worden, und zwar die drei 
ersten Duplets. 

Nun nimmt ja entlang einer Serie der Effekt des elek- 
trischen Feldes rasch mit steigender Gliednummer zu; darum 
hatte ich wenigstens für das dritte Glied A 2373 — 2367 A ein 
positives Resultat erwartet. Aber trotzdem die von Wetzel 
verwendete Feldstärke groß war, nämlich 80000 Volt x em”! 
betrug, und ebenso die Dispersion des verwendeten Quarz- 
spektrographen den großen Wert 4,5 A x:mm”! besaß, erhieit 
Wetzel keine sichere Zerlegung oder Verschiebung der ge- 
nannten Al-Linien. 

Den Grund für diese geringe Empfindlichkeit der Al- 
Dupletserie gegen das elektrische Feld kann man in erster 
Linie in dem Umstand suchen, daß die Serienelektronen im 
Al*-Atomion, dem wahrscheinlichen Serienträger?), durch die 
zwei an diesem verbliebenen oberflächlichen Valenzelektronen 
vor dem äußeren elektrischen Feld geschützt werden. Wir 
hielten darum einen positiven Erfolg bei den Dupletserien der 
einwertigen Elemente Na, Cu und Ag für möglich und be- 
kamen hierin durch die Erfahrung recht. 

Für die Art und Größe des Effektes des elektrischen 
Feldes bei einer Linie ist die Art ihrer Serie und ihre Glied- 
nummer von entscheidender Bedeutung. Darum kam es darauf 
an, den Charakter der verglichenen Dupletserien außer jeden 
Zweifel zu stellen. In der folgenden Tab. I sind nun die-ersten 
drei Glieder zusanimengestellt. 

Charakteristisch für eine diffuse (erste) Nebenserie von 
Duplets ist zum Unterschiede von anderen Dupletserien, daß 
vor der ersten Komponente eines jeden Duplets eine schwächere 


-Linie, ein „Trabant“, liegt. Wie die Tab. I erkennen läßt, 


tritt dieser Trabant bei allen Duplets von Ag, Cu und Al auf. 

Beim dritten Cu-Duplet allein ist er noch nicht nachgewiesen. 

Er rückt nämlich mit steigender Gliednummer immer näher 

an die Hauptlinie heran und kann dann unter Umständen, be- 

sonders wenn die Linien wie im Lichtbogen verbreitert sind, 
1) R. A. Wetzel, Phys. Rev. 4. p. 550. 1914. 


2) J. Stark, Bericht über die Träger der Spektren der chemi- 
schen Elemente. Jahrb. d. Rad. u. El. 14. p. 189. 1917. 
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nicht mehr von ihr getrennt werden. Dies ist beim dritten 
Cu-Duplet der Fall und bei den in der Tabelle mitgeteilten 
Na-Duplets. Daß diese diffusen Nebenserien angehören, geht 
aus ihrer Unschärfe und ihrem Verhältnis zu den anderen 
Dupletserien hervor. Ein weiterer Beweis für die Zugehörig- 
keit der untersuchten Serien zu diffusen Nebenserien wird durch 
die Übereinstimmung der Zeemaneffekte entsprechender Linien 
gegeben. 


Tabelle I. 


Diffuse Nebenserie Silber‘) | Kupfer") Natrium®) 


Trabant ..... | 5471,7 | 5220,83 | 3092,9 sıoo 
Erstes Glied { I. Kompon. . | 5465,6 | 5218,5 | 3092,8 ’ 
Kompon. . || 5209,2 | 5158,4 | 8882,3 | 8183,7 


. «|| 4212,8 | 4068,5%) 2575,5 || 
Zweites Glied x Komen . | 4210,9 | 4062,9 | 2575,2 , 


Kompon. . | 4055,5 | 4022,9 | 2568,1 | 5682,9 


+ |) 8813,29) 2378,5 
Drittes |" L 8810,9 | 3053,69 2373.2 | 4085,5 


IL. Kompon. . | 3682,5 | 3654,89) 2867,2 | 4979,3 

§ 2. Methoden. — Zur Untersuchung des Effektes des 
elektrischen Feldes bedienten wir uns der Kathodenschicht- 
methode. Wir beobachteten also die Lichtemission in dem 
starken elektrischen Feld unmitttelbar vor der Kathode des 
Glimmstromes; die Sehachse stand hierbei senkrecht zur Feld- 
achse.- Und zwar verwendeten wir die bereits an früherer 
Stelle*) beschriebene Stromröhre. ! 

Um die Linien der angegebenen Metalle in Emission zu 
erhalten, wurde das zu untersuchende Metall als 1—2 mm 
dicke Kappe auf die Kathode aufgesetzt und so als katho- 
dische Strombasis benutzt. Infolge seiner Zerstäubung durch 
die auftreffenden Kanalstrahlen trat dann die Emission seiner 
Linien vor der Kathode auf. Die benötigte Stromstärke be- 
trug 1—2 Milliampere. 


1) Wellenläugen nach Eder und Valente. 
2) Neu von uns beobachtet und gemessen. 
8) Wellenlängen nach Kayser und Runge. 


4) J. Stark, O. Hardtke u. G. Liebert, Ann. d. Phys. 56. 
p. 569. 1918. 
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Als Füllgas scheidet Wasserstoff aus, weil in ihm die 
kathodische Zerstäubung gering ist und weil sein kontinuier- 
liches Spektrum (Kanalstrahlen, erste Kathodenschicht) störend 
‚intensiv ist. Stickstoff ist wegen seines Bandenreichtums un- 
geeignet. Sauerstoff schien nach den Angaben, welche von 
anderer Seite über die kathodische Zerstäubung in verschiedenen 
Gasen gemacht wurden, für Ag und Cu geeignet zu sein. Indes 
stellte sich heraus, daß der größte Teil der scheinbaren ka- 
thodischen Zerstäubung als chemische Wirkung auf das Ka- 
thodenmetall aufzufassen ist; so wurde zwar das kathodische 
Silber durch den Glimmstrom in O, rasch abgetragen, ohne 
daß indes wie bei der regelrechten kathodischen Zerstäubung 
die Emission des zerstäubten Metalles intensiv hervortrat. Eine 
starke Zerstäubung liefert Argon und wir haben dieses Gas, 
nachdem es von Stickstoff durch ein besonderes Verfahren ge- 
reinigt war, in einigen Aufnahmen mit Erfolg angewendet. 
Doch dürfte in vielen Fällen sein Linienreichtum stören. Am 
besten geeignet erwies sich Helium gemischt mit gesättigtem 
Quecksilberdampf. Ist die Glimmstromröhre nach etwa halb- 
stündigem Betrieb unter Wechsel von Abpumpen und He-Einlaß 
einigermaßen gereinigt, so setzt in ihm bei Gegenwart von 
reichlich Hg-Dampf eine intensive Zerstäubung der Kathode 
ein, selbst wenn diese aus Aluminium besteht. Trotz der ver- 
hältlich geringen Zahl der He-Linien können diese freilich 
stören, besonders die Linien der diffusen Nebenserien, die 
durch das elektrische Feld in zahlreiche weitabstehende Kom- 
ponenten zerlegt werden. 

Für Natrium als Kathodenmetall kam von vornherein nur 
ein Edelgas als Füllgas in Betracht; wir verwandten hierfür 
Helium. Bei Natrium stellte sich folgende Schwierigkeit ein 
Wurde die Stromröhre nur mit 1 Milliampöre betrieben und 
durch Abpumpen der Verunreinigungen und Einlaß von frischem 
Helium etwa 4 Stunden lang gereinigt, so schlug der Glimm- 
strom in rascher Folge in einen schwachen Lichtbogen von 
kleinem Kathodenfall um. Es war dann die Röhre für weitere 
Aufnahmen unbrauchbar geworden. So mußte die Röhre schon 
während der Reinigung für eine Aufnahme verwendet werden; 
hierbei war einerseits die Zerstäubung des Natriums und darum 
die Intensität seiner Linien gering, andererseits das Spektrum 
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stark durch Kohlenwasserstoffbanden verunreinigt. Wurde 
zwecks Steigerung der Lichtintensität die Stromstärke auf 2 
bis 3 Milliampére erhöht, so sank infolge der Entwicklung 
von Na-Dampf aus der Kathode die Feldstärke vor dieser in 
erheblichem Betrage offenbar infolge der starken Ionisierung 
des Dampfes. 


Die Feldstärke vor der Glimmstromkathode ist ja in ver- 
schiedenen Abständen von ihr verschieden groß. Dement- 
sprechend sind die vom Feld beeinflußten Linien gekrümmt; ge- 
messen wurde an jeder Linie oder Linienkomponente die größte 
Verschiebung oder der größte Abstand von der beeinflußten 
Linie. Aus dem bekannten elektrischen Effekt der gleichzeitig 
oder unter denselben Bedingungen erhaltenen He-Linien wurde 
der dazu gehörige größte Wert der Feldstärke zu 20000 bis 
26000 Volt x cm”! ermittelt. - 


Die vor der Kathode liegende erste Schicht wurde in der 
üblichen Weise mit einem Objektiv (Quarz-Flußspat-Achromat 
oder Tessar) durch ein Kalkspatprisma hindurch auf den Spalt 
eines Spektrographen abgebildet. Als solcher diente für das 
Gebiet unter A 400 uu ein Quarzapparat mit zwei 60°-Prismen 
und Objektiven von 80 cm Brennweite, für das Gebiet A 500 
bis 400 un ein Glasapparat mit zwei Geradsichtprismen und 
Objektiven von 30 om Brennweite. 


§ 3. Ergebnisse für die diffusen Dupletserien. — Was das 
erste Glied der Ag-, Cu- und Na-Nebenserie betrifft, so sahen 
wir von vornherein von seiner Untersuchung ab. Es nimmt 
ja die Größe des Effektes des elektrischen Feldes mit ab- 
nehmender Gliednummer ab und, ist er, wie es in den unter- 
suchten Fällen zutraf, für das zweite Glied bereits so klein, 
daß er nur eben nach dem Vorzeichen noch festgestellt werden 
kann, so ist unter den gleichen Versuchsbedingungen für das 
erste Glied kein positiver Erfolg zu erwarten. In der neben- 
stehenden Tab. II sind die von uns an den untersuchten 
Linien gemachten Beobachtungen zusammengestellt, des Ver- 
gleiches halber sind auch Wetzels Angaben über die Al- 
Duplets mit aufgenommen; die hinter den elektrischen Kom- 
ponenten stehenden eingeklammerten Zahlen bedeuten relative 
Intensitäten. 
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An der vorstehenden Tabelle fällt vor allem der große 
Unterschied in der Größe der Effekte des elektrischen Feldes 
zwischen Al einerseits und Na, Cu und Ag andererseits auf, 
Während er für diese drei einwertigen Metalle von derselben 
Größenordnung ist (1—3 A für 23000 Volt x cm™), ist er für 
Al viel kleiner, nämlich für 23000 Volt x cm”! kleiner als 
0,07 A. Diese Zahl kann man in folgender Weise abschätzen. 
Wetzel hätte bei A 2367 eine Verschiebung der Linie um 
0,5 mm, also um 0,22 A bemerken müssen; sie war also für 
80000 Volt x cm”! kleiner als 0,22 A, bei Proportionalität 
zwischen Verschiebung und Feldstärke also für 23000 Volt 
x cm”! kleiner als 0,07 A. 

Der Vergleich der Effekte des elektrischen Feldes im 
Zusammenhalt mit den Atomgewichten lehrt, daß der Effekt 
des elektrischen Feldes jedenfalls nicht unabhängig von der Valenz- 
zahl eines Atoms nur eine Funktion des Atomgewichts ist. Der 
große Unterschied in der Größe der Effekte zwischen dem drei- 
wertigen Al einerseits und den drei einwertigen Elementen Na, 
Ag und Cu andererseits dürfte in erster Linie auf die Verschieden- 


heit der Valenzzahlen zurückzuführen sein. Es sind ja als die 


Träger!) der verglichenen Dupletserien die einwertigen Atom- 
ionen Na*, Cu*, Ag* und Al* anzusehen. Im Falle des 
Na*-, Cu*- und Ag*-Ions lagert sich also über das äußere 
elektrische Feld am Orte der Serienelektronen nicht ein sekun- 
däres Feld von Seite eines von ihm beeinflußten, an der Atom- 
oberfläche sitzenden Valenzelektrons; im Falle des Al*-Ions 
dagegen wird die Wirkung des äußeren Feldes durch die 
Wirkung von zwei Valenzelektronen abgeschwächt, welche an 
der Oberfläche des Al*-Ions sitzen. 


§ 4. Die nahdiffuse Dupletserie. — An der Tab. II fällt 
weiter auf, daß die Art des Effektes des elektrischen Feldes 
für die Cu-Linien eine andere ist wie für die entsprechenden 
Ag-Linien. Während z. B. die erste Komponente des dritten 
Gliedes beim Kupfer ohne Zerlegung nur verschoben wird, wird 
sie beim Silber in zwei Komponenten zerlegt. Dieser Unter- 
schied dürfte auf das Zusammenfallen der diffusen Ag-Duplet- 


1) J. Stark, Bericht über die Träger der Spektren der chemischen 
Elemente; Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 14. p. 189, 1917. 
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serie mit einer anderen Serie, der „nahdiffusen Serie“ zurück- 
zuführen sein. 

Außer der diffusen, scharfen und halbscharfen Nebenserie, 
die bis jetzt bei Helium und den Alkalien aufgefunden worden 
sind, existiert nämlich noch eine weitere Serie, welche an dem- 
selben Ende wie die drei anderen Nebenserien ausläuft. Die 
Laufzahlen dieser Serie sind dieselben wie. diejenigen der im 
Ultrarot liegenden Serie, welche von F. Paschen') und seinen 
Schülern Bergmann-Serie genannt wird. Sie bezeichnen die 
Glieder dieser vierten Nebenserie als Kombinationen (2 p — m Ap) 
oder Kombinationsserie. Es scheint indessen zweckmäßiger, sie 
ebenfalls als Nebenserie zu bezeichnen und sie von den drei 


2.3} 


Schwärzung 


70-10-2030 40 
Fig. 1. (Abstand in 0,01 mm) 


anderen durch das Beiwort „nahdiffuse“ zu 
Aus folgenden Gründen: Erstens liegt sie im allgemeinen nahe 
bei der diffusen Serie, fällt unter Umständen mit ihr zusammen, 
zweitens ist der Effekt des elektrischen Feldes auf sie von 
derselben Ordnung wie derjenige auf die diffuse Serie, drittens 
zeigen dementsprechend ihre Linien angenähert dieselbe Un- 
schärfe wie diejenigen der diffusen Serie. 

In Tab. III sind für das zweite und dritte Glied der dif- 
fusen und nahdiffusen Nebenserie des Na, Cu und Ag die 
Wellenlängen und Laufzahlen nach Dunz?) zusammengestellt. 

1) F. Paschen, Jahrb. d. Rad. u. El. 8. p. 174. 1911. 


2) B. Dunz, Bearbeitung unserer Kenntnisse von den Serien. Diss. 
Tübingen 1911. 
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Wie aus nebenstehender 
Tabelle zu ersehen ist, riicken 
die Linien der nahdiffusen Serie 
entlang der Reihe Na, Cu, Ag 
immer näher an die diffusen 
Linien gleicher Nummer heran 
und fallen beim Silber mit ihnen 
jedenfalls angenähert zusam- 
men. Dieangeführten Ag-Linien 
. sind also als zusammengesetzte 
Linien zu betrachten, sie ent- 
halten eine diffuse und eine 
nahdiffuse Komponente. 

Die nahdiffuse Cu- Linie 
4 4056,8 wird nun durch ein 
elektrisches Feld von 23000Volt 
x cm”! gemäß Schätzung um 
0,4 A nach kürzeren Wellen ver- 
schoben, die nahdiffuse Cu- Linie 
1 3688,6 um 0,7 A ebenfalls 
nach kürzeren Wellen. Dieser 
Umstand und die zusammen- 
gesetzte Natur der diffusen 
Ag-Linien legt die Vermutung 
nahe, daß deren kurzwellige 
elektrischeKomponentengemäß 
Tab. II als die verschobenen 
Linien oder Komponenten der 
mit den diffusen Linien zu- 
sammenfallenden nahdiffusen 
Linien zu betrachten sind. 

An dem Vorkommen der 
nahdiffusen Nebenserie bei Na, 
Cu und Ag kann kein Zweifel 
bestehen. Gemäß Analogie 
kann geschlossen werden, daß 
sie auch bei Li und He vor- 
kommt.. In Tab. IV sind für 
Hel und Li die Laufzahlen 


Tabelle III. 
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Tabelle IV. 
Hel Li 
Glied | 
Diff. Serie | Nahai Serie | Diff. Serie Nabdiff, Serie 
2, Glied 1 662,58 6855,49 
3. Glied 4392, 60 4388,13 | 4339,25 4391,28 


der bekannten diffusen Nebenserie und die aus der beobachteten 
„Bergmannserie“ berechneten Laufzahlen der bis jetzt un- 
bekannten nahdiffusen Nebenserie zusammengestellt. Wie man 
sieht, sind die Laufzahlen der zwei Serien nur wenig ver- 
schieden; immerhin ist der Unterschied so groß, daß die Linien 
der nahdiffusen Serie deutlich getrennt von den diffusen Linien 
auf ihrer kurzwelligen Seite in 1—3 A Abstand von ihnen 
erscheinen müßten. Bis jetzt ist indes nur beim Li die nah- 
diffuse Linie A 4601,6 neben der diffusen Linie A 4603,0 
(2. Glieder) beobachtet worden. Es ist indes wahrscheinlich, 
daß die übrigen nahdiffusen Linien sich nur infolge ihrer geringen 
Intensität bis jetzt der Beobachtung entzogen haben; es ist 
möglich, daß die Intensität der nahdiffusen Linien ebenso wie 
diejenige der halbscharfen Linien (3. Nebenserie) im Verhältnis 
zu derjenigen der diffusen Linien mit wachsender Stärke des 
elektrischen Feldes, in welchem sie emittiert werden, rasch 
zunimmt. Ist dies der Fall, dann dürfen wir erwarten, daß im 
elektrischen Feld auf der kurzwelligen Seite der diffusen He I-, 
Hell- und Li-Linien scheinbare Komponenten dieser Linien 
auftreten, deren Intensität im Verhältnis zu derjenigen der 
langwelligen Komponenten dieser Linien mit wachsender Feld- 
stärke zunimmt. Dies ist nun in_der Tat bei den diffusen 
He- und Li-Linien der Fall. Es ist darum wahrscheinlich, 
daß diese in der Intensität veränderlichen scheinbaren Kompo- 
nenten der diffusen He- und Li-Linien die diesen benachbarten 
nahdiffusen Linien darstellen. Eine eingehende Untersuchung 
über die Abhängigkeit der Lage dieser Linien (Komponenten) 
von der Feldstärke wird zu entscheiden haben, ob sie für die 
Feldstärke Null nach dem berechneten Ort der nahdiffusen 
Linien rücken. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 58, 47 
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§ 5. Verbreiterung und Druckverschiebung der untersuchten 
Linien. — Schon bei den ersten Untersuchungen!) über den Effekt 
des elektrischen Feldes aufSpektrallinien fiel der naheZusammen- 
hang zwischen der Größe und dem Vorzeichen dieses Effektes 
einerseits und der Größe und der Dissymmetrie der Verbreite- 
rung von Linien entlang einer Serie andererseits auf. Dieser 
Zusammenhang wurde weiter von G. Wendt?) und zuletzt von 
M. Ritter?) untersucht, dieser wies insonderheit nach, daß das 
Vorzeichen der Druckverschiebung von Serienlinien mit dem 
Vorzeichen des Effektes des elektrischen Feldes auf sie über- 
einstimmt. Zur Ergänzung dieser Untersuchungen mögen 
folgende Angaben über diffuse und nahdiffuse Dupletserien 
dienen. 

Die Linien der diffusen Dupletserie von Na und Cu werden 
gemäß den obigen Ergebnissen durch ein elektrisches Feld 
nach Rot verschoben. In Übereinstimmung hiermit werden 
sie durch Erhöhung der Strom- und Dampfdichte dissymmetrisch 
nach Rot verbreitert. Für das Na-Duplet A 5688—5683 ist 
außerdem die Verschiebung durch Druck bekannt; sie ist nach 
Rot gerichtet. 

Die diffuse Ag-Linie A 3810,9 zeigt im elektrischen Feld 
nur zwei kurzwellige Komponenten. Übereinstimmend hiermit 
wird sie durch Erhöhung der Strom- und Dampfdichte dis- 
symmetrisch nach kürzeren Wellen verbreitert wie Fig. 1 er- 
sehen läßt. . 

Die nahdiffusen Na- und Cu-Linien (2. und 3. Glied) werden 
durch das elektrische Feld ohne Zerlegung nach kiirzeren 
Wellen verschoben. Dementsprechend erfolgt ihre Verbreite- 
rung dissymmetrisch nach kiirzeren Wellen. Es ist zu erwarten, 
daß sie durch Erhöhung des Druckes nach kürzeren Wellen 
verschoben werden. 


Greifswald, Physik. Institut d. Univ., 10. März 1919. 
1) J. & Am. Phys. 43. p. 1040. 1914. 


2) G. Wendt, Ann. d. Phys. 45. p. 1257. 1914. 
3) M. Ritter, Ann. d. Phys. 59. (Erscheint demnächst.) 


(Eingegangen 24. März 1919.) 
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4. Beobachtungen über den Effekt des elektrischen 
Feldes auf Spektrallinien. 


X. Zusammenhang der Serien eines Systems; 
von J. Stark. 


Inhalt: $ 1. Einleitung. — § 2. Verhältnis der Gruppe der vier 


Nebenserien zur Balmerschen Wasserstoffserie. — § 3. Das System 
der Seriengruppen verschiedener Ordnung. — $ 4. Beziehungen zur 
Atomstruktur. 


& 1. Einleitung. — Von Beginn der Beobachtungen über 
den Effekt des elektrischen Feldes auf Spektrallinien fiel mir 
seine Abhängigkeit von der Art einer Serie und der Glied- 
nummer einer Serienlinie auf. Ich habe aus diesem Grunde 
von Anfang an die Untersuchung des neuen Effektes unter 
den Gesichtspunkt des Serienzusammenhanges gestellt und sie 
an die bis jetzt vorliegenden Arbeiten über Serien angeschlossen. 
Dieses systematische Vorgehen hat denn auch Früchte getragen. 
Einmal wurde nämlich so Material gewonnen für den Vergleich 
entsprechender Serien, sodann aber wurden vor allem neue 
Serien aufgefunden,!) insofern sie durch das elektrische Feld ver- 
stärkt oder erst sichtbar gemacht wurden. Die Auffindung 
dieser neuen Serien und die Aufdeckung ihres Zusammenhangs 
mit bereits bekannten Serien setzt uns in den Stand, eine voll- 
ständigere Systematik der Serien als bisher zu geben. 


8 2. Verhältnis der Gruppe der vier Nebenserien zu der 
Balmerschen Wasserstoffserie. — Ungefähr in demjenigen Ge- 
biet des Spektrums, in welchem die Balmersche Wasserstoff- 
serie liegt, treten bei Helium (HeI und He II) und den Alkalien 
sowie bei Kupfer und Silber vier Serien auf, welche bis jetzt 
Nebenserien genannt werden. Es ist die diffuse (erste), scharfe 


1) J. Koch, Ann. d. Phys. 48. p. 98. 1915; J. Stark, Ann. d. Phys. 
56. p. 577. 1918; G. Liebert, Ann. d. Phys. 56. p. 589. 1918. 
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(zweite), halbscharfe (dritte) und nahdiffuse (vierte) Serie; bei 
Cu und Ag ist die halbscharfe Serie bis jetzt noch nicht be- 
obachtet, zweifellos aber auch vorhanden. 

Diese vier Serien haben alle dieselbe Endzahl, laufen also an 
derselben Stelle im Spektrum aus. Diese Gemeinsamkeit koppelt 
sie zu einer Gruppe zusammen. Es liegt nahe, nicht eine ein- 
zelne der vier Nebenserien, sondern die von ihnen gebildete Gruppe 
als Ganzes der Balmerschen Wasserstoffserie gegenüberzustellen 
und zu folgern, daß die Serie der Frequenzen oder Schwingungs- 
formen, welche in der Balmerschen Serie vertreten sind, durch 
den Einbau des zugeordneten Systems von Schwingungszentren 
in ein größeres Atom in eine Gruppe von mindestens vier 
Serien zerlegt wird. 

Diese Auffassung wird gestützt durch Pe Vergleich des 
Effektes des elektrischen Feldes in der Wasserstofiserie mit 
demjenigen in einer der vier Nebenserien. Die Zahl der 
Frequenzen (Komponenten), in welche eine H-Linie durch die 
deformierende Einwirkung des elektrischen Feldes zerlegt wird, 
beträgt in den vier ersten Gliedern 7 bis 16. Die Linien der 
scharfen und halbscharfen Nebenserie dagegen werden über- 
haupt nicht zerlegt, sondern nur verschoben, das gleiche gilt 
wahrscheinlich auch von der nahdiffusen Serie, und nur die 
höheren Glieder der diffusen Nebenserie werden in mehrere 
Komponenten (2—4) zerlegt. Erst wenn man die Komponenten 
der Glieder gleicher Nummer für alle vier Serien zusammen- 
zählt, erhält man eine Komponentenzahl von der Ordnung der 
Komponentenzahl der H-Linie gleicher Nummer; sie ist aber 
immer noch kleiner als diese, so daß man vermuten kann, 
daß außer der Gruppe der vier Nebenserien noch weitere Serien 
zu der Gesamtheit zu rechnen sind, welche der Balmerschen 
Serie als eine Umformung gegenüberzustellen ist. 

§ 3. Das System der Seriengruppen verschiedener Ordnung. — 
Wie Ritz!) vorausgesagt und Lyman?) gefunden hat, besitzt 
Wasserstoff eine ultraviolette Serie, deren Wellenzahlen sich 
durch folgende Formel darstellen lassen. 


1) W. Ritz, Physik. Zeitschr. 9. p. 524. 1908; Ann. d. Phys. 2 
p. 667. 1908. 

2) Th. Lyman, Astrophys. Journ, 19. p. 268. 1904; 23. p. 181. 
1906; 43. p. 89. 1916. 
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1 1 1 
m = 2, 8, 

Aus dieser Serie wird die Balmersche Serie gewonnen, 
indem an die Stelle von 1 in der Endzahl 1/1? die erste 
Zahl 2 in der Laufzahl 1/m? tritt: 


1 1 1 
i= ™ m= 45... 


Tritt in die Endzahl die Zahl 3 ein, so ergibt sich die 
von W. Ritz vorhergesagte, von Paschen!) gefundene ultra- 
rote Wasserstofiserie: 


1 1 
— 


Es erscheint sachgemäß, die Wasserstofiserien nach der 
im Nenner ihrer Endzahl vorkommenden ganzen Zahl zu be- 
nennen, also die ultraviolette Serie erste oder Serie erster 
Ordnung, die Balmersche Serie zweite, die ultrarote Serie 
dritte oder Serie dritter Ordnung zu nennen. 


Wie nun der Balmerschen oder zweiten H-Serie min- 
destens eine Gruppe von vier Nebenserien bei Helium und 
den Alkalien entspricht, so ist auch der H-Serie erster Ord- 
nung im Falle des Heliums (HeI und Hell) eine Gruppe von 
vier Serien gegenüberzustellen, nämlich die schon früher be- 
kannte halbscharfe Hauptserie und die diffuse und die scharfe 
Hauptserie, die erst kürzlich von mir und Liebert im elek- 
trischen Feld aufgefunden wurden. Dazu ist nach meinem 
Dafürhalten als noch vorhanden die nahdiffuse Hauptserie zu 
rechnen; sie ist dicht bei der diffusen Hauptserie zu suchen 
und hat sich bis jetzt wohl nur infolge unzureichender Technik 
der Beobachtung entzogen. Alle diese vier Serien haben für 
Hel und Hell dieselbe Endzahl. Um die Analogie zur ersten 
H-Serie zum Ausdruck zu bringen, möchte ich in Benutzung 
der Rydbergschen Formel und der Ritz-Paschenschen Be- 
zeichnungsweise für die Darstellung der Wellenzahlen der vier 
Serien folgende Formeln?) vorschlagen. 


1) F. Paschen, Annad. Phys. 27. p. 566. 1908. 
2) Die charakteristischen Konstanten u, d, Ad, s und hk können 
positives oder negatives Vorzeichen haben. 
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RE 1 1 
diffuse (d) Serie: 4 = N, la pie | 
= Ez(l, uw) — Lz(m, d) m = 2, 8, 4... 


1 1 
nahdiffuse (4 d) +) Serie: 


(m + Ady 
gruppe | 3, 4... 
1. Ord- 1 1 
scharfe (s) Serie: 7= N, 


= Fz (i, u) — 8) m= 2, 8, 4... 


° 1 1 1 
halbscharfe (A) Serie: +. — N, ern 
| = Ez (1, w) — Lz(m h) m = 2, 3, 4... 


Dementsprechend läßt sich die halbscharfe Seriengruppe 
zweiter Ordnung, die bekannte Gruppe der vier Nebenserien, in 
folgender Weise formulieren: 


1 
diffuse (d) Serie: + = N, lez an | 
= Ez (2, h) — 
Halb- 1 1 
nahdiffuse (Ad) Serie: — = N, | Sil wes 
Serien- | = Ez (2, h) — 4, 6.2 
scharfe (s) Serie: — = N, | 
nung = Hz (2, h)— 
halbscharfe (h) Serie: a+b me 
= Ez (2, et 4, 


Wie diese halbscharfe Seriengruppe zweiter Ordnung ließe 
sich auch eine diffuse Seriengruppe zweiter Ordnung mit der 
Endzahl #z (2, d), eine nahdiffuse #z (2, Ad) und eine scharfe 
Gruppe Ez (2, s) formulieren. Indes sind die Serien dieser 
drei Gruppen, ebenso wie die Laufzahlen J z (2, d), Lz (2, Ad) 
und Jz (2, s) bis jetzt noch unbekannt. 

Entsprechend den vier Seriengruppen zweiter Ordnung 
lassen sich vier Seriengruppen dritter Ordnung formulieren. Von 


1) Paschen und seine Schüler benutzen statt 4d das Zeichen Ap. 
2) Paschen und seine Schüler benutzen statt h das Zeichen p. 
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ihnen ist bis jetzt aus der diffusen Gruppe Ez (3, d) die halb- 
diffuse Serie #z (3, d)— Lz (m, Ad) am meisten bekannt; sie 
wird von Paschen und seinen Schülern als Bergmannserie 
bezeichnet. Ferner ist innerhalb dieser diffusen Gruppe dritter 
Ordnung noch die halbscharfe Serie Hz (3, d)— Lz (m, h) bei 
einigen Elementen bekannt. 

Ferner sind von den vier Seriengruppen dritter Ordnung 
beobachtet worden: aus der halbscharfen Gruppe Ez (3, h) die 
diffuse Serie Hz (8, A)— Lz (m, d), aus der scharfen Gruppe 
Ez (8, s) die halbscharfe Serie Zz (8, s) — Lz (m, h). 

Gemäß der vorstehenden Darstellung setzt sich das System 
der Serien des Heliums, der Alkalien und des Kupfers aus 
Gruppen verschiedener Ordnung zusammen. Die Gruppe erster 
Ordnung besteht aus vier Serien von gleicher Endzahl, aber von 
vier verschiedenen Reihen von Laufzahlen; diese Gruppe ent- 
spricht der ersten Wasserstoffserie Ez (1,0) — Lz(m,0). Die 
Gruppe zweiter Ordnung besteht aus vier Teilgruppen, indem jede 
der vier ersten Laufzahlen aus der Gruppe erster Ordnung als 
Endzahl einer besonderen Gruppe mit den vier Reihen der be- 
kannten Laufzahlen zusammentritt; diese Gruppe zweiter Ordnung, 
insonderheit die halbscharfe Teilgruppe Ez (2, h) aus ihr ent- 
spricht der zweiten (Balmerschen) Wasserstoffserie Ez (2, 0) 
— Lz(m,0). Die vier Teilgruppen der Gruppe dritter Ordnung 
haben die zweiten Laufzahlen der ersten Gruppe als Endzahlen 
und je die vier Reihen der weiteren Laufzahlen als Laufzahlen; 
sie entsprechen der dritten Wasserstoffserie Ez (3, 0) — Lz (m, 0). 

Die vorstehende Systematisierung der Serien umschreibt 
natürlich im Grunde nur das Rydberg-Ritzsche Kombinations- 
prinzip. Indes scheint sie mir die Bedeutung der vier Reihen 
der Laufzahlen Lz (m, d), (m, Ad), Lz (m, s) und Lz (m, h) 
zum ersten Male herauszuheben, auch gliedert sie die große 
Zahl der beobachteten oder möglichen Serien. übersichtlich in 
Gruppen und läßt deren Analogie zu den Wasserstoffserien 
gleicher Ordnung hervortreten. 

84. Beziehungen zur Atomstruktur. — Bei der theoretischen 
Würdigung der X- und Z-Reihe der Röntgenlinien der schwereren 
Elemente wird die erste Linie der K-Reihe öfter der ersten 
Linie der ersten Wasserstoffserie, die erste Linie der Z-Reihe 
der ersten Linie der zweiten (Balmerschen) Wasserstoffserie 


\ 


7 
| 
| 
. ® 
2 
a 
= 
er: 
J 


728 J. Stark. 


gegeniibergestellt. Es werden also diese H-Linien in die Reihe 
der Röntgenlinien (K- und J-Reihe) aufgenommen, oder um- 
gekehrt es werden die X- und Z-Reihen der Röntgenlinien 
der schwereren Elemente als die Serien erster und zweiter 
Ordnung in Analogie zu den Wasserstoffserien angesprochen. 

Angenommen, daß diese Auffassung von den bezeichneten 
Röntgenlinien richtig ist, so muß man beachten, daß dann 
den in Betracht kommenden Elementen mindestens noch zwei 
Serien im Ultraviolett und Sichtbaren eigentümlich sind, welche 
gemäß den Darlegungen im vorhergehenden Abschnitt zu den 
Wasserstofiserien erster und zweiter Ordnung in Analogie zu 
stellen sind. Es sind also dann die K- und Z-Reihen der 
Röntgenlinien und die ultravioletten und sichtbaren Serien der 
schwereren Elemente wie Na, Cu und Ag jedenfalls nicht in 
dasselbe Seriensystem aufzunehmen, in welchem etwa die ultra- 
violetten und sichtbaren Serien als Serien hoher Ordnung auf- 
treten. 

Bei allen Serien, die bis jetzt untersucht worden sind, 
bei einfachen Serien, Duplet- und Tripletserien, bei diffusen, 
nahdiffusen, scharfen und halbscharfen Serien erster und zweiter 
Ordnung hat sich bis jetzt das Gesetz bewährt, daß der Effekt 
des elektrischen Feldes auf Serienlinien gemessen in Frequenz- 
änderung entlang der Serie mit steigender Gliednummer zu- 
nimmt. Und zwar ist für den Effekt einer Serienlinie ent- 
scheidend die Laufzahl der Linie; Linien von derselben Laufzahl 
aus einer Serie erster und einer Serie zweiter Ordnung weisen 
denselben Effekt auf.!) Freilich mag dieses einfache Gesetz 
der übereinstimmenden Efiekte des elektrischen Feldes darin 
begründet sein, daß bei den untersuchten Serien die Endzahl 
Ez(1, u) in der ersten Ordnung und die Endzahl Fz (2, h) in 
der halbscharfen Gruppe zweiter Ordnung von dem elektrischen 
Feld nur unmerklich verändert wird, so daß die Änderung 
der Wellenzahl z. B. 1/2 = Zz (1, u) — Lz (5, d) lediglich durch 
die Änderung von Lz gegeben wird. Und es mag die Frequenz- 
änderung einer Linie aus der Serie Zz (4, d) — Ez (m, h) auch 
durch eine Änderung von Hz mitbedingt werden. Wie dem 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 56. p. 585. 1918; G. Liebert, Ann. d. 
Phys. 56. p. 606. 1918. 
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aber auch sei, es bleibt auf alle Fälle höchst bemerkenswert, 
daß bei den Serien erster und zweiter Ordnung der Effekt. 
einer Linie ausschließlich durch ihre Laufzahl bestimmt wird. 

Diese Erscheinung läßt sich in folgender Weise deuten. 
Die Emission in einer Frequenz kommt durch eine Koppelung 
zweier Schwingungsformen zustande, von denen die eine durch 
die Endzahl, die andere durch die Laufzahl bestimmt wird. 
Die eine von diesen zwei Schw:_gungsformen, welche die Lauf- 
zahl liefert, wird durch ein elektrisches Feld stärker deformiert 
als die andere Schwingungsform, umso stärker, je höher die 
Nummer der Laufzahl ist. Eine und dieselbe Schwingungs- 
form, welche eine Laufzahl liefert, kann mit mehreren anderen 
Schwingungsformen als Lieferanten von Endzahlen gekoppelt 
sein; die hierdurch gewonnenen Wellenzahlen müssen dann 
im Fall der Einwirkung eines elektrischen Feldes als dessen 
Effekt die Änderung der Schwingungsform der gemeinsamen 
Laufzahl aufweisen. 

Eine andere sehr bemerkenswerte Erscheinung ist die Ab- 
hängigkeit des Verhältnisses der Intensitäten der Serien ver- 
schiedener Gruppen von der Stärke des elektrischen Feldes. 
Dieses vermag die Intensität einzelner Serien, so diejenige der 
halbscharfen Serie!) zweiter Ordnung und diejenige der diffusen 
und scharfen Serie?) erster Ordnung im Verhältnis zu anderen 
Serien so zu verstärken, daß sie überhaupt erst sichtbar werden. 

Diese Erscheinung ist natürlich nicht so zu deuten, daß 
die in den verstärkten Serien emittierte Energie aus dem äußeren 
elektrischen Feld zugeführt wird. Auch werden wohl nicht 
infolge der Deformation des Serienträgers durch das elektrische 
Feld die Schwingungen der verstärkten Serien für die Stoß- 
erregung besser gestellt; denn bei Helium werden die diffuse 
und scharfe Serie erster Ordnung (Hauptserie) von dem elek- 
trischen Felde erheblich verstärkt, ohne daß dies bei den 
Serien zweiter Ordnung (Nebenserien), welche dieselben Lauf- 
zahlen haben, in merklichem Maße der Fall ist. Auch halte 


1) J. Koch, Ann. d. Phys. 48. p. 98. 1915; J. Stark, Ann. d. Phys. 
48. p. 210. 1915; G. Liebert, Ann. d. Phys. 56. p. 599, 610. 1918. 

2) J. Stark, Ann. d. Phys. 56. p. 577. 1918; G. Liebert, Ann..d. 
Phys. 56. p. 604. 1918. 


; 
1 
q ’ 
a 
é 
= 
> 
> a 
4 


4 


730 J. Stark. Uber den Hffekt des elektrischen Feldes usw. 


ich meine früher!) geäußerte Ansicht nicht mehr für richtig, 
daß die Verstärkung und gleichzeitige Polarisierung einer Serie 
durch eine Einstellung des dipolartigen Serienträgers im elek- 
trischen Feld bewirkt werde. Es bleiben vielmehr nur die 
folgenden Deutungsmöglichkeiten übrig. 

Entweder mögen den Schwingungszentren verschiedene 
Wege offenstehen, eine Reihe von Schwingungsformen zu durch- 
laufen; werden die Schwingungsformen geändert, so mögen 
sich auch die Bedingungen ändern, von denen das Einschlagen 
der verschiedenen Wege über Schwingungsformen hinweg ab- 
hängt. Oder es mag die Ausstrahlung in gewissen möglichen 
Frequenzen im nichtdeformierten Zustand eines Serienträgers 
durch Interferenz stark geschwächt sein; werden dann durch 
das äußere elektrische Feld die Schwingungsformen und ihre 
Frequenzen deformiert, so wird. die Auslöschung der Ausstrah- 
lung in gewissen Frequenzen zurücktreten und diese werden 
in der Emission merklich werden. Diese zweite Auffassung 
läßt auch verstehen, warum eine durch das Feld verstärkte 
Serie in bezug auf dessen Achse polarisiert sein kann. Es 
mag eben die Auslöschung der Ausstrahlung nur für Schwin- 
gungen von bestimmter Achsenstellung infolge Änderung der 
Interferenz eintreten. . 


Greifswald, Physik. Institut d. Univ., 18. März 1919. 


1) J. Stark, Ann. d.-Phys. 48, p. 228. 1915. _ 


(Eingegangen 24. März 1919.) 


wen, 
= 
: 
"| 
d 
— 
I 
4 
Bu, 
4 
‘ 
205 
AD 
: 
3 
4 


731 


5. Stärke des elektrischen Feldes und 
Zerlegung der Wasserstofflinien vor der Kathode 
des Glimmstroms; 
von E. Brose. 


Inhalt: I. Einleitung, Kritik der Methoden. § 1. Sondenmethode. — 
$ 2. Kathodenstrahlmethode. — § 3. Methode des Effektes des elek- 
trischen Feldes auf Spektrallinien. — II. Versuch dnung. § 4. Elek- 
trische Methoden. — § 5. Optische Methoden. — III. Ergebnisse. § 6. 
Anlage der Figuren. — § 7. Wert und räumlicher Verlauf der elek- 
trischen Feldstärke. — $8. Räumliche Ladung. — § 9. Bedeutung der 
Resultate fiir die Kathodenschichtmethode zur Untersuchung des Effektes 
des elektrischen Feldes auf Spektrallinien. 


IL. Kritik der Methoden. 
8 1. Sondenmethode. 


Die Zahl der Arbeiten, die sich die Untersuchung der 
interessanten und wichtigen Erforschung des elektrischen 
Feldes vor der Kathode des Glimmlichts zur Aufgabe stellten, 
ist sehr groß. Aus der folgenden Beschreibung der einzelnen 
zu diesem Zwecke angewandten Methoden wird zu ersehen 
sein, inwieweit die oben angeführte Aufgabe bisher gelöst 
worden ist. 

Zunächst hat man zwei Methoden zu unterscheiden, die 
grundverschieden voneinander sind, aber beide zur Messung 
der Potentialverteilung vor der Kathode dienen. Diese sind: 
1. die Sondenmethode, 2. die Kathodenstrahlmethode. 

Das Prinzip der Sondenmethode beruht darauf, die 
Spannungsdifferenz zwischen zwei Sonden zu messen, die in ver- 
schiedener Entfernung von der Kethode im Hittorf-Crookes- 
schen Dunkelraum angebracht sind. Es werden entweder die 
Sonden gegen die Elektroden so verschoben, daß ihr Abstand 
voneinander gleich bleibt, oder die Elektroden werden, z. B. 
durch magnetische Einwirkung, gegen die Sonden verschoben. 
Für die Resultate ist das nebensächlich. Man erhält dann 
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für die aufeinander folgenden Querschnitte die Spannungs- 
differenz und kann daraus die Verteilung des Feldes graphisch 
darstellen. 

Schon Hittorf'), sowie de la Rue und Müller?) be- 
dienten sich dieser Methode. Ihnen kam es indes weniger 
darauf an, die Feldverteilung im Kathodendunkelraum zu be- 
stimmen, als die Potentialverteilung entlang der ganzen Ent- 
ladungsbahn zu untersuchen. Was sie fanden, war ein großes 
Spannungsgefälle im dunkeln Raum im Vergleich zum übrigen 
Teil der Entladung. 

Wichtigere und eingehendere Untersuchungen des Feldes 
vor der Kathode hat Schuster?) vorgenommen. Er kommt 
zu dem Resultat, daß das Potential im dunklen Raum stetig 
zunimmt und gibt an, daß es sich für jeden Punkt nach der 
Formel v = v, (1 — e-**) berechnen läßt, wo v, den Kathoden- 
fall, k eine Konstante und zx die Entfernung von der Kathode 
bedeutet. 

Große Abweichungen vom Schusterschen Gesetz zeigen 
die Untersuchungen Grahams.*) Nach ihm nimmt das Feld 
vor der Kathode sehr rasch ab, erreicht ein Minimum, nimmt 
zu bis zu einem Maximum und fällt dann langsam ab. Er 
spricht von „dunklen Schichten“ im Hittorf-Crookesschen 


Dunkelraum und findet, daß jede dieser Schichten auf der der _ 


Anode zugewandten Seite eine positive Ladung, auf der ent- 
gegengesetzten eine negative Ladung besitzt. Zeichnet man 


‚sich die von Schuster und Graham gefundenen Kurven 


graphisch auf, so kann man eine Ähnlichkeit nur in dem von 


der Kathode entfernteren Teil feststellen. Die von Schuster 


aufgestellte Formel v = v, (1 —e-*") kann Graham nach 
seinen Untersuchungen in unmittelbarer Nachbarschaft der 
Kathode nicht als begründet annehmen. 

_ In all den soeben angeführten Untersuchungen ist eine 
Übereinstimmung nur insoweit zu finden, als das Feld im 
Dunkelraum beträchtliche Stärken annimmt. Über den Ver- 
lauf gehen die Angaben der verschiedenen Autoren auseinander. 


1) W. Hittorf, Wied. Ann. 20. p. 748. 1883. 

2) De la Rue u. Müller, Phil. Trans. 174. p. 477. 1883. 
8) A. Schuster, Proc. Roy. Soc. 47. p. 526. 1890. 

4) E. Graham, Wied. Ann. 64. p. 49. 1898. 
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Um hier eine Klärung zu schaffen, speziell um das sonder- 
bare Minimum der Grahamschen Kurve zu untersuchen, hat 
Wehnelt!) Grahams Versuche wiederholt. Er findet nur 
dann ein Minimum, wenn die Sondenebene mit der Kathoden- 
ebene einen Winkel einschließt, der kleiner als 90° ist. Stand 
die Sondenebene senkrecht auf der Kathodenoberfläche, so 
konnte er kein Minimum beobachten. Die Erklärung für das 
verschiedene Aussehen der Feldkurve bei einerseits geneigter 
und andererseits zur Kathode senkrecht stehender Sondenebene 
fand Wehnelt durch Untersuchung der Flächen gleichen 
Potentials. Mit Hilfe einer beweglichen ebenen Kathode unter- 
suchte er den Potentialverlauf zwischen einer Sonde und dieser 
Kathode und fand: die Aquipotentialflichen verlaufen durchaus 
nicht parallel zur Kathode. 

Mithin konnten bei geneigter Sondenebene die Sonden 
einen Minimalwert der Stärke des Feldes geben, während dieses 
bei richtiger Aufstellung ausgeschlossen war. 

Wehnelt hat somit schon einen Fehler, der der Sonden- 
methode anhaftet, gefunden, es dürften aber noch weitere vor- 
handen sein, die die Verschiedenheit der Resultate der Unter- . 
suchungen der einzelnen Autoren erklären lassen und uns 
zwingen, der Sondenmethode nur bedingtes Vertrauen entgegen 
zu bringen. Auf diese Mängel der Sondenmethode mag hier 
kurz eingegangen sein. 

Bei allen angestellten Untersuchungen ist stillschweigend 
vorausgesetzt worden, daß das Potential der Sonde dasselbe 
ist, wie das des sie umgebenden Gases. Das ist aber, wie das 
Folgende zeigt, durchaus nicht der Fall, denn auf der Ober- 
fläche der Sonden sind häufig elektrische Doppelschichten vor- 
handen, die nicht beseitigt werden können und bei der Messung 
der Stärke des Feldes störend wirken. Daß die Sonden das 
Feld beeinflussen, fand Graham selbst. Beim Einführen der 
Sonden wurde die Länge des Dunkelraums verringert. Das 
beweist, daß der Wert der Stärke des Feldes durch die Sonden 
nur ungenau angegeben werden kann. 

Ein weiterer Mangel der Sondenmethode ist folgender. 
Sie versagt bei der Messung in unmittelbarer Nähe der Kathode. 


t) A. Wehnelt, Ann, d. Phys. 10. p. 542. 1903, 
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Bringt man die Sonde in gréBere Nahe als 0,5 mm an die 
Kathode heran, so werden die Messungen durch die Schatten- 
wirkung der Sonde auf die Kathode derartig beeinflußt, daß von 
einer Genauigkeit der Messung nicht mehr gesprochen werden 
kann. Und gerade die Messung in unmittelbarer Nähe der 
Kathode ist wichtig. Aus dem oben Angeführten kann man 
verstehen, daß Wehnelt einen Kathodensprung an der Ka- 
thodenoberfläche als ungewiß dahinstellt, es war ihm nicht 
möglich, mit Hilfe der Sonde näher als 0,1 cm an die Kathode 
heranzugehen. 

Die Unzulänglichkeit der Sondenmethode liegt also, um 
es nochmals kurz hervorzuheben: 1. in der Beeinflussung 
der elektrischen Strömung im Gase durch die Sonden selbst, 
2. daran, daß mit den Sonden nur bis zu einer gewissen Grenze 
an die Kathode herangegangen werden kann. 

In diesen Umständen liegt auch die Verschiedenheit 
der Resultate Schusters, Grahams und Wehnelts be- 
gründet, speziell ist das Minimum der von Graham gefundenen 
Kurve für die Stärke des Feldes als Folgeerscheinung der 
Mängel der Sondenaufstellung von Wehnelt erwiesen worden. 

Was aus allen bisherigen Betrachtungen hervorgeht, ist 


das Zunehmen der Stärke des elektrischen Feldes — in Rich- 


tung auf die Kathode — bis zu einem beträchtlichen Wert. 
Wie der Verlauf vor und hinter diesem Wert ist, ist noch 
ungeklärt und bedarf des genaueren Studiums. 


$ 2. Kathodenstrahlmethode. 


Zweifel an der Zuverlässigkeit der Sondenmethode hatte 
auch J. J. Thomson‘. Um die Fehler dieser Methode zu 
beseitigen, verzichtete er bei seinen Versuchen auf die Sonden - 
und bestimmte die Stärke des elektrischen Feldes aus der 
Ablenkung, die ein quer zur Entladungsbahn gesandtes Bündel 
von Kathodenstrahlen beim Durchgang durch den dunklen 
Raum in verschiedenen Abständen von der Kathode erleidet. 

Bei den Untersuchungen mit Hilfe dieser Methode macht 
Strachan Angaben über die Stärke des Feldes, stellt aber 
nichts weiter fest, als daß das Feld im Dunkelraum im Ver- 


1) Conduction of Electricity through Gases 2. ed. p. 531. 
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gleich zum Feld im übrigen Teil der Entladung sehr stark ist. 
Den genaueren Verlauf des Feldes im Dunkelraum hat erst 
Aston!) festzustellen versucht. Das Prinzip ist das von 
Thomson angegebene. Aston findet weder Maxima noch 
Minima der Stärke des Feldes im Kathodendunkelraum. Nach 
ihm steht die Feldstärke innerhalb des Dunkelraums im li- 
nearen Verhältnis zur Entfernung von dem Rande des negativen 
Glimmlichts. 

Aber auch diese mit Hilfe der Kathodenstrahlen aus- 
geführten Versuche sind nur mit Vorsicht aufzunehmen. Diese 
Methode bringt auch Störungen in die Entladung und bei ihr 
sind ebenso anfechtbare Voraussetzungen zu machen wie bei 
der Sondenmethode. Es ist bereits von Schmidt?) erwiesen 
worden, daß Kathodenstrahlen, die durch das elektrische Feld 
vor der Kathode geschickt werden, die Stärke des Feldes be- 
trächtlich herabsetzen. Das wird also auch bei der obigen Unter- 
suchung der Fall gewesen sein. Eine weitere Ungenauigkeit wird 
durch die Ablenkung der Kathodenstrahlen selbst hineingebracht. 
Infolge der ablenkenden Kraft des elektrischen Feldes auf die 
querlaufenden Kathodenstrahlen werden diese stets durch mehrere 
Äquipotentialflächen hindurchgehen. Die Größe der Ablenkung 
wird uns mitkin nur einen mittleren Wert angeben, nicht eine 
Feldstärke in einem bestimmten Querschnitt vor der Kathode. 
Daß Aston zu einem linearen Abfall des Feldes gekommen 
ist, liegt daran, daß er stets mit großem Dunkelraum und 
einer Röhre gearbeitet hat, deren Durchmesser weit größer 
‘war als die maximale Länge des Dunkelraums. Ihr Durch- 
messer betrug 12 cm. Ein weiterer Mangel der Kathoden- 
strahlmethode, der sich auch bereits bei den Astonschen 
Versuchen fühlbar machte, war die Tatsache, daß die Kathoden- 
strahlen nur von einer gewissen Länge des Dunkelraums an 
verwandt werden konnten. So konnte Aston bei Benutzung 
der Röhre von 12 cm Durchmesser nicht unter eine Dunkel- 
raumlänge von weniger als 3 cm heruntergehen, weil dann 
keine passenden Kathodenstrahlen mehr zu erzeugen waren. 

Was also die Kathodenstrahlmethode fehlerhaft macht, ist 


1) A. W. Aston, Proc. Roy. Soc. A. 84. p. 526. 1911. 
2) G. C. Schmidt, Ann. d. Phys. 12. p. 631. 1903. 
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erstens, daB man aus der Ablenkung des Kathodenstrahls nie 
den genauen Wert der Feldstärke in dem zu untersuchenden 
Querschnitt ermitteln kann und zweitens, daß die Strömung 
infolge der Ionisation durch die Kathodenstrahlen wesentlich 
beeinflußt wird. 

Immerhin hat auch die Kathodenstrahlmethode in Über- 
einstimmung mit der Sondenmethode gezeigt, daß vor der 
Kathode im Dunkelraum im Vergleich mit der übrigen Ent- 
_ ladungsbahn eine beträchtliche Stärke des Feldes vorhanden ist. 


8 3. Methode des Effektes des elektrischen Feldes 
auf Spektrallinien. 

Eine Methode, die die Fehler der Sonden- und Katlıoden- 
strahlmethode völlig ausschließt, mit deren Hilfe man zudem 
eingehend den Verlauf des elektrischen Feldes im Dunkelraum 
studieren kann, liefert der Effekt des elektrischen Feldes auf — 
Spektrallinien. 

Stark und Kirschbaum!) haben eingehende Unter- 
suchungen gemacht, um die Funktion zu finden, die Feldstärke 
und Spektrallinienzerlegung miteinander verbindet. Die Unter- 
suchungen ergaben, daß die Serienlinien des Wasserstoffs sym- 
metrisch zur unzerlegten Linie in parallel zum Feld und senk- 
recht zum Feld schwingende Komponenten zerlegt werden, 
und daß der Abstand der Komponenten auf. den zwei 
Seiten der unzerlegten Linie proportional der Stärke des elek- 
trischen Feldes ist. 

Wenn man auf den Spalt eines Spektrographen das Bild 
des Kathodendunkelraums einer zu ihm parallelen Wasser- 
stoffröhre wirft, so kann die photographisch festgehaltene Zer- 
legung direkt die Stärke des elektrischen Feldes in den zu- 
gehörigen Entfernungen von der Kathode ergeben. 

A. Lo Surdo?) hat Versuche in dieser Richtung gemacht. 
Seine Untersuchungen sind indes wenig eingehend und fast 
nur qualitativer Natur. Er findet, daß die Zerlegung der 
Linie H, sich ungefähr durch eine Y-Figur darstellen läßt, 


1) J. Stark und H. Kirschbaum, Ann. d. Phys. 43. p. 988. 1916. 

2) A. Lo Surdo, Rendiconti della R. Accademia dei Lincei vol. 
XXIII. serie 5* fase. 4%. 1914. A.LoSurdo, Rendiconti della R. Acca- 
demia dei Lincei vol. XXIII serie 5% fasc. 5°. 1914. 
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dabei gibt der Umriß der Figur die äußeren parallel zum 
Feld schwingenden Komponenten wieder, und der Vereinigungs- 
punkt der beiden seitlichen Äste gibt die Grenze des Dunkel- 
raums gegen das negative Glimmlicht an. Genauere Angaben 
über die Form der Äste macht Lo Surdo nicht, er begnügt 
sich damit festzustellen, daß der Abfall des Feldes annähernd 
als linear zu betrachten ist, daß sich der mittlere Wert der 
Stärke des elektrischen Feldes ergibt, wenn man den gesamten 
Kathodenfall durch die Entfernung von der Kathode bis zur 
Grenze des dunklen Raumes dividiert, und daß das Minimum 
der Feldstärke in der Nähe der Kathode das Doppelte dieses 
mittleren Wertes beträgt. 

Auf Anregung ‚von Hrn. Prof. Dr. J. Stark führte ich 
die Untersuchung der Stärke und des Verlaufs des elektrischen 
Feldes mit Hilfe des Effektes des elektrischen Feldes auf die 
Spektrallinien an der Linie H, quantitativ durch. 


Il. Versuchsanordnung. 
§ 4. Elektrische Methoden. 


Die verwendeten Röhren waren zylindrisch. Die Dicke 
der Wände wurde wegen starker Erwärmung vor der Kathode 
zu 2mm gewählt. Um die Erwärmung der Wandungen während 
der Versuche möglichst herabzusetzen, wurde die Röhre mit 
flieBendem Wasser gekühlt. 

Anode wie Kathode bestanden bei allen Versuchen aus 
Aluminium. Es wurde dieses Metall gewählt, weil es er- 
fahrungsgemäß während der Entladung nur sehr wenig zer- 
stäubt und weil seine Spektrallinien nicht in der Nähe von 
H, liegen. Die Anode war ein einfacher Aluminiumstab, die 
Kathode hatte eine ebene blank polierte Stirnfläche. Ihr Durch- 
messer wurde so gewählt, daß sie die Röhre möglichst aus- 
füllte, jedoch stets einen geringen, 0,1 mm großen Abstand von 
der Wand hielt. 

Es wurden die Untersuchungen nacheinander mit Hilfe 
dreier verschieden weiter Röhren ausgeführt. Bei den Messungen 
wurden der,Reihe nach in jeder Röhre verschiedene Dunkel- 
raumlängen gewählt. Zu ihrem Betrieb diente Gleichstrom. 
Der Strom zwischen den Elektroden wurde bei der Röhre vom 

Annalen der Physik, IV. Folge. 58. 48 


® 5 

8 
Po 
t- 
t. 
n 
e : 
I- 
l, 
i 
t 
7 
al 
. 


738 E. Brose. 


Durchmesser 9,4 mm mit Hilfe einer Hochspannungsdynamo 
F von 3500 Volt hergestellt. Als Stromquelle für die Röhren 
a vom Durchmesser 4,6 mm und 2,7 mm diente eine Hochspan- 
. nungsdynamo von 3500 Volt und eine Akkumulatorenbatterie 
von 800 Volt. : 
x Die folgenden Tabellen I, II, III geben die Reihenfolge 
F der Aufnahmen und der Versuchsbedingungen wieder, unter 
q denen sie zustande kamen. Dabei entstammt Tabelle I den 
Versuchen, die mit einer Röhre vom Durchmesser 9,4 mm, 
Tabelle II den Versuchen, die mit einer Röhre vom Durch- 
4 messer 4,6 mm, Tabelle III den Versuchen, die mit einer 
Röhre vom Durchmesser 2,7 mm gemacht wurden. 


Tabelle I. 
| Röhrendurchmesser 9,4 mm. 


Tabelle II. 
Röhrendurchmesser 4,6 mm. 


_ Dunkelraum- | Stromstärke | Kathodenfall | Belichtungs- | 4 „mahme 
4 länge in mm |in10~* Amp.| in Volt |dauer in Min. 
4 3000 60 1 
| 5 | 16—12 2500 2 2 
4—3"/, 25—20 2800 1 
i 3 35—80 2000 1 4 
' 2 50—45 1800 5 
1 60—50 1200 6 


iW Dunkelraum- | Stromstirke | Kathodenfall | Belichtungs- Aufnahnie 
länge in. mm | in 10~* Amp. in Volt dauer in Min. 
ae 2,5 3500 15 - 7 
4 as 3300 4 8 
2 1800 6 9 


Tabelle III. 


Röhrendurchmesser 2,7 mm. 


Dunkelraum- | Stromstärke | Kathodenfall | Belichtungs- | 4 anme 
i länge in mm |in 10~* Amp. in Volt | dauer in Min. 

4 4,5 0,6 | 4800 120 10 

¥ 8 4—6 4000 6 11 
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85. Optische Methoden. 

Sämtliche Aufnahmen wurden mit einem Glasspektro- 
graphen gemacht, der von Stark!) an anderer Stelle eingehend 
beschrieben ist. Seine Dispersion bei H, betrug 1:12 mm:Ä. 
Die Kathode und der Dunkelraum wurden mit Hilfe eines 
Zeiss-Tessars, unter Verkleinerung auf die Hälfte, auf den Spalt 
abgebildet. 

Unter den in den Tabellen I, II, III angegebenen Be- 
dingungen zeigten die Platten die Linie H, gut zerlegt. Wie 
schon früher erwähnt, geben die Linien direkt die Verteilung 
des Feldes entlang der Strombahn und da die Gesetzmäßig- 
keit besteht, daß der Abstaud der äußeren Komponenten 
proportional der ersten Potenz der Feldstärke ist, kann man 
aus dem Abstand der Komponenten die Stärke des Feldes 
berechnen. 

Die Ausmessungen wurden einzig und allein auf die äußeren 
parallel zum Feld schwingenden Komponenten beschränkt. 

Zur Ausmessung des Abstandes der abgelenkten äußeren 
Komponenten voneinander diente ein Meßmikroskop mit Kreuz- 
tischen. Sie geschah in folgender Weise. Mit großer Sorgfalt 
wurde die Platte so unter das Mikroskop gebracht, daß die 
deutlich sichtbare unzerlegte Linie in der Bewegungsachse des 
einen Tisches lag. Von selbst lag dann die senkrecht dazu 
stehende Achse, also auch das Bild der Kathodenoberfläche, 
in der Bewegungsachse des anderen Tisches. Die richtige 
Einstellung wurde mit Hilfe eines Fadenkreuzes kontrolliert, 
das im Okular angebracht war, und dessen senkrecht auf- 
einander stehende Fäden parallel den Bewegungsachsen des 
Tisches verliefen. Bei einer Verschiebung des einen Tisches 
mußte die unzerlegte Linie sich längs dem einen Faden 
bewegen: Gemessen wurde entlang der zerlegten Linie, in 
der Nähe der Kathode von 0,1 mm zu 0,1 mm, in größerer 
Entfernung von 0,2 mm zu 0,2 mm. Die Verschiebung der 
zwei zueinander senkrecht stehenden Tische geschah mittels 
Schrauben von genau !/, mm Steighöhe. Mit der Schraube 
war eine Trommel fest verbunden. Ein Intervall der Trommel- 
teilung entspricht einer Verschiebung des Tisches um 0,01 mm. 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 40. p. 508. 1913. 
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Die Verschiebungen beider Tische dienten mithin als Koordinaten 
für die einzelnen Punkte der zerlegten äußeren Komponenten. 
Die Messungen wurden vor- und rückwärts mehrere Male 


| wiederholt, um so die Ablenkungen möglichst genau bestimmen 
| zu können. 
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Réhrendurchm.9,4mm Réhrendurchm.9,4mm Réhrendurchm. 9,4 mm 
Dunkelraum 12 mm Dunkelraum 5 mm Dunkelraum 4—38'/,mm 


q Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 
| Ergebnisse. 
a § 6. Anlage der Figuren. 

Durch Bestimmung der Entfernung von der Kathode und 
| der Entfernung von der Mitte der unzerlegten Linie H, wurden 
7 mithin Punkte für die äußeren parallel zum Feld schwingenden 
Komponenten erhalten. Durch interpolatorische Verbindung 
der so gefundenen Punkte entstanden Kurven, die in den fol- 
genden Figuren durch die ausgezogenen Linien angedeutet sind. 

Die Figg. 1 bis 6 sind erhalten mittels der Röhre vom 
Durchmesser 9,4 mm, die Figg. 7 bis 9 mittels der Röhre vom 
Durchmesser 4,6 mm und die Figg. 10 und 11 mittels der 
Röhre vom Durchmesser 2,7 mm. Die näheren: Versuchs- 
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Fig. 8. 


Röhrendurchm. 9 
Dunkelraum 
Röhrendurchmesser 4,6 mm 
Dunkelraum 4 mm 


ig. 5. 
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Dunkelraum 5 mm 
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Röhrendurchmesser 4,6 mm 


Röhrendurchm. 9,4 mm 
Dunkelraum 3 mm 
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bedingungen sind aus den Tabellen I, II und III zu ersehen. 
Die punktierten Geraden in den Figuren geben die Bewegungs- 
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Röhrendurchmesser 4,6 mm 
Dunkelraum 2 mm 
Fig. 9. 


ten Pfeile geben die 
positive Richtung an. 
Um einen Überblick 
über den Abstand des 
Randes der äußeren 
Komponenten von dem 
Rand der“ unzerlegten 


achsen der Meßtische an. 
Die eine stellt also, da 
die Linie H 9 bzw. die 
Kathode pfrallel zu ihnen 
steht, die Achse der 
Strombahn, die andere die 
Oberfläche der Kathode 
dar. Die beiden Geraden 
werden als Koordinaten- 
achsen für die Figuren 
genommen, die erste sei 
die z-, die andere die y- 
Achse. - Die eingezeichne- 


i 


Linie zu gewinnen, ist Röhrendurchmesser 2,7 mm, Dunkelraum 4,5 mm 


in sämtlichen Figuren 


Fig. 10. 
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die Breite der unzerlegten Linie H, durch gestrichelte Linien 
angedeutet. 

Bei Einführung obiger Koordinatenachsen zeigen die 
Figuren aber nicht allein ein Bild der zerlegten Linie, sondern 
sind gleichzeitig Kurven, die uns die Feldstärke & = — Ov/öx für 


wu 


S S 
3 3232 3 3 3 
DER 
Röhrendurchmesser 2,7 mm Dunkelraum 3 mm 


Fig. 11. 


die aufeinander folgenden Querschnitte angeben. Aus der Kurve 
für Ovj/Ox ist dann eine weitere Kure für il =- - entlang 
der x-Achse bestimmt und in dieselben Figuren, unter Zugrunde- 
legung der obigen Koordinatenachsen eingetragen worden, und 


zwar ist sie in ihrem links von der z-Achse liegenden Teil 
durch —, in ihrem rechten Teil durch +-Vorzeichen angedeutet. 


$ 7. Wert und räumlicher Verlauf der elektrischen Feldstärke, 


Die ausgezogenen Kurven, betrachtet als Kurven für die 
Verteilung des elektrischen Feldes im Kathodendunkelraum; 
erlauben unter Zuhilfenahme der linearen Beziehung von 
äußerem Komponentenabstand und Feldstärke eine Berechnung 
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der Stärke des Feldes entlang dem Dunkelraum. Der größte 
Teil der Lichtemission kommt aus einem engen Zylinder 
rings um die Achse der Strombahn. Innerhalb dieses Zylin- 
ders können die Äquipotentialflächen als Ebenen betrachtet 
werden. Die Zerlegung der Linie H, liefert somit den Ver- 
lauf der Feldstärke entlang der Achse der Strombahn. Die 
Krümmung der Niveauflächen in der Nähe der Glaswand 
kann sich nicht störend bemerkbar machen. In den Tabellen 
IV—XIV ist für eine Reihe von Fällen die Feldstärke in 
Volt x cm”! berechnet. Dabei sind die Tabellen IV—IX den 
Figg. 1—6, die Tabellen X—XI den Figg. 7—9 und die Ta- 
bellen XIII und XIV den Figg. 10 und 11 zuzuordnen. 


Tabelle IV. 
Réhrendrrchmesser 9,4 mm, Dunkelraum 12 mm. 


Abstand v. d. Kath. inmm| 0,1 | 0,8 1 2 8 ‘> 
Abstand der äußeren p- ; 

Komponente in mm...| 0,3 0,82 | 0,29 | 0,22 | 0,17 | 0,12 
Abst.aufd.äuß.Komp.inä 36 | 38 | 35 | 26 | 20 | 14 
Zagehör. Feldstärke in Volt 


TREE TOT 7500 |; 7900 | 7800 | 5400 | 4200 | 2900 
Tabelle V. 

Röhrendurchmesser 9,4 mm, Dunkelraum 5 mm. . 
Abstandv.d.Kathodeinmm |0,1 | 0,3 |05 {08 | 1 | 2] 8 | 4 
Abstand d.äußerenp-Kom- 

ponente in mm ..... 0,38 | 0,42 | 0,48 | 0,39 | 0,87 | 0,27 | 0,20 | 0,12 
Abstand d. # p-Kom- 
ponentein A ...... 4,6 15,0 | 52 |4,7 144 |82 | 1,4 
Zugehörige | Feldstärke in 
9600 |10 400 | 10 800 | 9800 |9200 | 6700 | 5000 | 2900 
Tabelle VL 


Röhrendurchmesser 9,4 mm, Dunkelraum 4—3*/, mm. 


Abstand v.d. Kathode in mm | 0,1 | 08 [08 /1,2 | 2 8 4 
Abstand der äußeren p-Kom- 


ponente in mm....... 0,88 | 0,41 | 0,38 | 0,84 ! 0,28 | 0,20 | 0,12 
Abstand der a p-Kom- 
ponentein A ....... 46 | 4,9 |46 [41 | 2,8 | 1,9 | 1,4 
Feldstärke in Volt 


9600 | 8600 
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| Tabelle VII. 
Röhrendurchmesser 9,4 mm, Dunkelraum 3 mm. 


Abstand v. d.Kath. in mm |0,1 | 0,3 !05 Jos |12 i2|s!4 
Abstand d. äußer. p-Kom- 

ponente in mm..... 0,88! 0,43 | 0,45 | 0,40 | 0,34 | 0,21 | 0,18 | 0,12 
eer 


46 |52 148 141 125 11,6 |1,4 


9600 10800 1120010000 


Tabelle 
Röhrendurchmesser 9,4 mm, Dunkelraum 2 mm. 


Abstand von der Kathode inmm| 0,1 0,35 0,5 1 2 
Abstand d. auBer. p-Kompon. al 0,48 0,46 0,44 | 0,82 | 0,12 
Abstand d. äußer. p-Kompon. i 5,2 5,5 5,8 3,8 1,4 
Zugehör. Feldstirke in Volt em“:| 10800 | 11400 | 11000 | 7900 ; 2900 


Tabelle IX. 
Röhrendurchmesser 9,4 mm, Dunkelraum 1 mm. 


Abstand von der Kathode in mm .....| 0,1 0,25 | 0,5 1 
Abstand v.d. äußeren p-Komponente in mm | 0,36 | 0,40 | 0,88 | 0,12 
Abstand v. d. äußeren p-Komponente in 4,8 4,8 4,0 | 1,4 
Zugehörige Feldstärke in Volt em”! . . .| 9000 | 10000 | 8300 j 2900 


Tabelle X. 
Röhrendurchmesser 4,6 mm, Dunkelraum 5 mm. 


Abstand v. d. Kathode ' 


Abstand d. äuß.»-Kom- 
ponente in mm .. .| 0,65 | 0,72 | 0,75 | 0,70 | 0,52 |0,36 | 0,15 0,12 

Abstand d. äuß.p-Kom- 
ponente in 78 186 |90 | 84 !1,4 


Zugehörige Feldstärke 


in Volt em”!... .|16300|17900 1750012900 | 9000| 3800 | 2900 


18800 


Tabelle XI. 
Röhrendurehmesser 4,6 mm, Dnnkelraum 4 mm. 


Abstand v 4a. Kathode iı in mm | 0,1 | 0,25 | 0,5 1 2 8 4 
Abstand d.äuß.»-Komp.in 0,66 | 0,70 | 0,65 | 0,52 | 0,30 | 0,14 | 0,12 
Abstand d. äußer.p-Kom. u: 7,9 |84 |78 |62 |36 |1,7 |1,4 
Feldstärke in Volt 
16 500 |17 500 |16 300 |112900 | 7500 | 3600 | 2900 
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Tabelle XII. 
Röhrendurchmesser 4,6 mm, Dunkelraum 2 mm. 


Abstand von der Kathode in mm | 0,1 | 08 | 0,5 1 2 3 
Abstand d. äußer. »-Kompon. in 0,76 | 0,90 | 0,84 | 0,57 | 0,22 | 0,12 
Abstand d. äußeren p-Kompon.in A} 9,1 (10,8 (10,1 | 5,8 [2,6 |1,4 
Zugehörige Feldstärke in Volt em”! |18 900 |22500 !21 100/21 100| 5400) 2900 


Tabelle XII. 
Réhrendurchmesser 2,7 mm, Dunkelraum 4,5 mm. 


Abstand v. d. Kathode 

01 102 | 1/15 8 | 4 
Abstand d. äuß. p-Kom- 

ponente in mm .. .| 1,15 | 1,22 | 1,05 | 0,70 | 0,42 | 0,28] 0,12 0,12 
Abstand d. iiu8. p-Kom- 

ponente inA ....|18,8 14,6 (12,6 | 84 | 5,0 |3,4 |1,4 
Zugehörige Feldstärke 

in Volt em”! . . . . |28800 |30 400 |26 300 |17 500 10 400 | 7100 | 2900| 2900 


Tabelle XIV. 
Réhrendurchmesser 2,7 mm, Dunkelraum 3 mm. 


Abstand v. d. Kathode in mm | 0,05 | 0,1 | 08 | 0,6 1 2 8 
Abst. d. äuß. »-Komp. in 1,44 | 1,46 | 1,82 | 0,92 | 0,54 | 0,14 | 0,12 
Abstand d. äuß.p-Komp. inA [17,3 [17,5 |15;8 [11,0 |65 I1,7 |1,4 
Zugehör. Feldst. in Volt em" |86 000|36 400 |32 900 |22 900 |13 600 |3600 | 2900 


Die größte erhaltene Feldstärke beträgt annähernd 
36500 Volt x cm”!. Stärkere Felder brauchten nicht ver- 
wendet zu werden, da sich die Untersuchungen einzig und 
allein auf die in der Grobzerlegung sich zeigenden äußeren 
p-Komponenten beschränkten und bereits eine Feldstärke von 
8000 Volt x cm”! eine gut meBbare Zerlegung zeigte. Sowohl 
aus den Figuren wie aus den zugehörigen Tabellen für die 
Feldstärke ist zu ersehen, daß diese vor der Kathode einen er- 
heblichen Wert hat, von ihr weg bis zu einem Höchstwert zu- 
nimmt, und dann gegen die negative Glimmschicht auf einen sehr 
kleinen Wert fällt. Dieser kleinste meßbare Wert wurde bei 
Versuchen mit längeren Dunkelräumen bereits im Dunkelraum 
erreicht. An und für sich zeigen sämtliche Kurven einen ähn- 
lichen Verlauf.. Prinzipiell ändert eine Verkürzung des Dunkel- 
raums nichts an dem Verlauf des Feldes, nur steigen die 
Kurven bei Verkürzung des Dunkelraums nach ihrem Höchst- 
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werte zu schneller an, es wächst das Feld stets am raschesten 
in der Nähe der Kathode, am langsamsten an der Grenze des 
Kathodendunkelraums. 

Es ist interessant festzustellen, in welcher Entfernung 
von der Kathode bei den einzelnen Aufnahmen sich der höchste 
Wert der Feldstärke befand. Der besseren Übersicht halber 
sind die Werte aus den vorhergehenden Tabellen heraus- 
genommen und in der nachfolgenden Tabelle XV zusammen- 
gestellt. 


Tabelle XV. 
| Réhren- | Röhr.- 
Röhrenweite 94 mm | weite weite 
4,6 mm |2,7mm 
Dunkelraum in mm. .|/12| 5 2] ı ale 3 
Abstand der Punkte 
höchst. Feldstärke v. 
der Kathode in mm/|j0,3/0,5| 0,3 0,1 


Sie zeigt, daß der Abstand des Höchstwertes der Feldstärke 
für ein und. dieselbe Röhre nur wenig mit. steigendem Druck, 
also abnehmendem Kathodendunkelraum sich ändert, ferner, daß 
der Höchstwert sehr nahe an der Kathode liegt. 

Greift man nochmals auf das zurück, was über die Sonden- 
methode und ihre Unzulänglichkeit für die Messung des elek- 
trischen Feldes im Dunkelraum gesagt worden ist, so sieht 
man aus der obigen Tabelle eine Bestätigung dafür, daß die 
Sondenmethode das Maximum der Feldstärke nicht auffinden 
konnte. Denn es liegt dicht vor der Kathode in 0,1—0,5 mm 
Abstand von ihr. Wehnelt selbst sagt, daß er bei seineh 
Untersuchungen nur bis 0,1 cm an die Kathode herangehen 
durfte, weil in größerer Nähe die Sonde durch elektrostatische 
Anziehung in Schwingungen geriet und gegen die Kathode 
stieß. Obige Tabelle zeigt, daß selbst bei den günstigsten 
Versuchsbedingungen das Maximum nie in den Bereich der 
Sonde kommen würde. 

Vergleicht man fernerhin die Höchstwerte der Feldstärke 
in den verschiedenen Röhren bei der gleichen Dunkelraum- 
länge, so findet man, daß der Abstand des Höchstwertes der 
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Röhren kleiner ist als in weiten Röhren. Aus Tabelle XVI 
ist das leicht zu ersehen. 


Tabelle XVI. 


Réhren-  Röhren- 
Röhrenweite weite weite 


9,4 mm 4,6 mm || 2,7 mm 
Länge des Kathodendunkel- 
raums in mm... »...... 81/,—4 | 3 2 4 1418 
Abstand des Wertes höchster 
Feldstärke v.d. Kath.inmm | 0,3 | 0,5 | 0,35 | 0,25 |0,3 | 0,2 | 0,1 


Bei einer Betrachtung des Gebietes der Kurve, das von 
dem Querschnitt größter Feldstärke bis zum negativen Glimm- 
licht reicht, findet man, daß bei großen Dunkelraumlängen 
(Figg. 1, 2, 3, 7, 8) mit Zunahme des Abstandes von der Kathode 
die Feldstärke angenähert linear abfällt, während bei kleinen 
Dunkelräumen die Abnahme des Feldes rascher als linear erfolgt. 
Es kommt also der Fall vor, den Aston untersucht hat, daß 
nämlich bei großer Dunkelraumlänge die Feldstärke von dem 
Höchstwerte an linear abfällt. Es kommt aber auch, in dem Teil 
der Kurve vom Höchstwert bis zur negativen Glimmschicht, 


‘der Fall vor, den Schuster und Wehnelt gefunden haben, 


daß nämlich bei kleinen 'Dunkelraumlängen der Abfall nicht 
mehr linear erfolgt, sondern in einer Kurve, die gegen 
die z-Achse konvex ist. Für dieses Gebiet kann man die 
Näherungsformel von Schuster V,=V, (1 —e-**) als be- 
rechtigt annehmen. Für das Gebiet von der Kathode bis zum 
Querschnitt größter Feldstärke gilt die Formel nicht, denn 
nach Schuster müßte hier d7/dz = V,k sein, also die Feld- 
stärke bis zur Kathode weiter anwachsen, was in Widerspruch 
mit der oben festgestellten Wirklichkeit steht. 


§ 8 Räumliche Ladung. 


Die diskutierten Kurven geben nicht nur einen Über- 
blick über den Verlauf des elektrischen Feldes, sie gestatten 
auch, Aussagen über die räumlichen Ladungen zu machen. 
Da die Äquipotentialflächen aus den früher angeführten Gründen 
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als eben in der Nähe der Rohrachse betrachtet werden können, 
vereinfacht sich die Poissonsche Gleichung 


Bat + + = — 
auf die Form 
a?V 
7a «ine 


Hieraus folgt zunächst, daß man sich aus der Kurve für 
€ = die Kurve für 
.e__ 
dz de 
graphisch aufzeichnen kann. So sind in sämtlichen Figuren 
entlang der z-Achse und zwar senkrecht zu ihr die Werte 
für d€/dx aufgetragen und interpolatorisch verbunden worden. 
Dabei entspricht in dem gewählten Maßstab dem Werte 
d&jdz = 1 eine Strecke von 2 cm. Die so gefundenen Kurven 
sind auch gleichzeitig als Ladungskurven aufzufassen. In dem 
Gebiet, in welchem o positiv ist, ist die Kurve mit positiven 
Zeichen, im negativen mit negativen Zeichen eingetragen. 
Wie die Figuren erkennen lassen, liegt unmittelbar vor der 
Kathode immer eine Schicht mit negativer Ladung, sie fällt bis 
zum Querschnitt größter Feldstärke auf den Wert Null. Vom 
Querschnitt größter Feldstärke ab bis zum negativen Glimmlicht 
ist der Dunkelraum positiv geladen. Die positive Ladung steigt 
schnell auf ein Mazimum an und fällt dann allmählich auf einen 
sehr kleinen Wert. 


Wie die Figuren ohne weiteres zeigen, ist die gesamte 
positive Ladung (fodz) immer größer als die negative Ladung 
unmittelbar vor der Kathodenoberfläche. Das Verhältnis der ge- 
samten positiven Ladung zur gesamten negativen Ladung für 
die einzelnen Aufnahmen wurde durch graphische Integration 
ermittelt und in der folgenden Tabelle XVII zusammengestellt. 
Da die graphische Methode nur angenäherte Kurven gibt, N 
können die in der Tabelle angegebenen Zahlen auch nur als 3 

_ Näherungswerte angesehen werden. Jedenfalls ist aber aus 
ihnen zu ersehen, daß mit zunehmendem Druck, also abneh- 
mendem Dunkelraum, die positive Ladung immer größer wird. 
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Tabelle XVII. 
| Röhrenweite Röhrenw. | Röhrenw. 
| 9,4 mm 4,6 mm 2,7 mm 
Dunkelraumlänge ... . lıls| elas! 3 
Verhältnis der pos. Ladung | | | 
zur negativ. Ladung=1 | 23 6 3} 4] 4| 516 | 17 


Es ist interessant, die räumlichen Ladungsdichten für die 
einzelnen Aufnahmen zu verfolgen. Die Resultate geben die - 
folgenden Tabellen XVIII bis XXVIII. - 


Tabelle XVIIL 


Röhrendurchmesser 9,4 mm, Dunkelraumlänge 12 mm 


2,8 | 8, 
5 


0,2 


0,8 
0 


0,7 
5 


Abstand von der Kathode in mm | 0,1 
e in statischen Einheiten...... j-17 


Tabelle XIX aus Fig. 2. 


Röhrenweite 9,4 mm, Dunkelraum 5 mm 
Abstand von der Kathode in mm | 


e in statischen Einheiten...... 


0,2 


0,5 
0 


0,8 
8,5 


2 
8,5 


3 
8,5 


Tabelle XX aus Fig. 3. 


Röhrenweite 9,4 mm, Dunkelraum 4—3'/, mm 


Abstand v. d. Kathode in mm| 
¢ in statischen Einheiten. . .| 


1 
10 


2,1 
10 


0,8 
0 


1,4 
12 


1,9 


0,1 | 0,2 
12 


-17|-85 


2,6 | 


Tabelle XXI aus Fig. 4. 


Röhrenweite 9,4 mm, Dunkelraum 3 mm 


0,4 


0,5 
0 


2,2 
9 


8 
2 


8,2 


e in statischen Einheiten . . .||—24|—17 0 


Abstand v. d. Kathode in mm | 0,1 | 0,2 
7 | 12/12 


| 0,8 | 1,8 


Tabelle XXII aus Fig. 5. 


Röhrenweite 9,4 mm, Dunkelraum 2 mm 
Abstand v. d. Kathode in mm | 0,1 


e in statischen Einheiten. . .'| — 28 


2 
0 


1,7} 1,8 
17| 7 


0,25 
-10 


0,35 
0 


0,7 
20 


0,8 
23 


1,4 
23 
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Tabelle XXIII aus Fig. 6. 


Röhrenweite 9,4 mm, Dunkelraum 1 mm 


Abstand von d. Kathode in mm | 0,05| 0,2 | 0,25 | 0,4 | 0,5 | 0,7 0,9} 1 
statischen Einheiten .... |—47j -13| 0 | 27) 33) 20) 0 
Tabelle XXIV aus Fig. 7. 

Röhrenweite 4,6 mm, Dunkelraum 5 mm 
Abstand v. d. Kathode in 0,1 | 0,3 10,5/0,9| ılıslı,z| alsla 
e in statischen Einheiten... —84| —17| 0 | 17/19) 19] 17)12]7|0 
Tabelle XXV aus Fig. 8. 

Röhrendurchmesser 4,6 mm, Dunkelraum 4 mm 
Abstand v. d. Kathode in mm | 0,1 | 0,2 |0,25/ 0,7/0,9/1,2] 2|s|3,2 
e in statischen Einheiten . . 0 | 17] 20) 20] 19}14/8) 0 
Tabelle XXVI aus. Fig. 9. 
Röhrendurchmesser 4,6 mm, Dunkelraum 2 mm 
Abstand v. d. Kathode in mm | 0,1 | 0,8| 0,5| 0,6| 0,7| 1| 1,6) 2/35 
in statischen Einheiten ..|—53! 0 | 33 | 50 | 50 | 33) 20 |10| 0 
Tabelle XXVII aus Fig. 10. 

Röhrendurchmesser 2,7 mm, Dunkelraum 4,5 mm 
Abstand v. d. Kathode in mm | 0,05 |0,15| 0,2/ 0,6/0,7| 1/1,5| 2/8 
¢ in statischen Einheiten . .|—184|—50] 0 | 50| 57| 57/58/ 37| 20/0 
Tabelle XXVIII aus Fig. 11. 
Röhrendurchmesser 2,7 mm, Dunkelraum 3 mm 
Abstand von den Kathoden in mm || 0,05 | 0,1] 0,4|0,510,6| 1/1,5| 2 
in statischen Einheiten ....- |-e7| 0 | 67 | 70] 67/53) 38 | 0 


Aus den Tabellen ist ersichtlich, daß die Höchstwerte 
der positiven räumlichen Dichte in den untersuchten Fällen 
zwischen 5 und 70 elektrostatischen Einheiten liegen, wäh- 
rend die negative räumliche Dichte bei weitem höhere Werte 
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hat. Weiterhin gilt, daß vor allem bei großen Dunkelraum- 
längen die räumliche positive Dichte vom Höchstwert der Feld- 
stärke bis zur negativen Glimmschicht nur langsam abfällt, - 
während die negative Ladungskurve sich stets rasch dem Werte 
Null nähert. Nehmen wir das elektrische Elementarquantum 
zu 4,8.107'° statischen Einheiten an, so berechnet sich der 
Überschuß der spez. Zahl der positiven Ionen über diejenige 
der negativen im Kathodendunkelranm zu 10110", 


. § 9% Bedeutung der Resultate für die Kathodenschichtmethods I 


sur Untersuchung des Effektes des elektrischen Feldes 

auf Spektrallinien. 

Bei den Untersuchungen des Effektes des elektrischen — 
Feldes auf Spektrallinien mit Hilfe der Kathodenschichtmethode’ 
kommt es darauf an, gleichzeitig große Feldstärke und große 
Lichtstärke zu erzielen. Große Feldstärke ist nötig, um eine 
starke Zerlegung der zu untersuchenden Spektrallinien zu er- 
halten, und eine große Lichtstärke verkürzt die Belichtungs- 
dauer und erhöht die Schärfe der Bilder. Wie obige Tabellen 
zeigen, nimmt mit kleinerem Röhrendurchmesser die Feldstärke 
zu, während die Lichtstärke bei kleinerer Rohrweite abnimmt. _ 
Die Tabellen gestatten den Schluß, daß sich mit Röhren, deren 
Durchmesser zwischen 3 und 5 mm liegt, die besten Resultate 
erzielen lassen. 


Die vorliegenden Untersuchungen wurden im Physikalischen 
Institut der Universität Greifswald unter Leitung des Herrn 
Prof. Dr. J. Stark ausgeführt. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, meinem hochgeschätzten 
Lehrer, Hrn. Prof. Dr. Stark, für die bereitwilligst gewährte 
Anregung und Förderung der Arbeit, sowie Hrn. Dr. 0. Hardtke 
für manchen praktischen Ratschlag meinen unkeichtigetgn, Dank 
auszusprechen. 


Greifswald, Physikal. Institut der Universität, Februar 1919. 
(Eingegangen 18. Februar 1919.) 
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6. Die thermische Ausdehnuny 
regulär kristallisierender fester Körper; 
von E. Griineisen, 


[Zweite Mitteilung. ')] 


In der vorigen Mitteilung hatte ich das thermische Aus- 
dehnungsgesetz für regulär kristallisierende feste Körper (1, ce. 
Gl. 1 und f. $. Gl. 8) an der-Erfahrung geprüft und gefunden, 
daß der Zablenfaktor h bisweilen über den Wert y+# 
(1. o, GI. 2 und 8) erhöbt werden muß, der früher theo- 
retisch abgeleitet worden war, Ursprünglich hatte ich die 
Absicht, auf eine Erklärung dieser Unstimmigkeit zu ver- 
zichten, da ich mir sagte, daß eine für tiefe Temperaturen 
aufgestellte Theorie fester Körper im Gebiet hoher Tempe- 
raturen nicht mehr genau zutreffen kann. Durch eine Arbeit 
von A. Müller?) und eine Unterredung mit Hm. Born auf 
die Differenz zwischen meiner Ausdehnungsformel und der- 
jenigen von Debye*) aufmerksam gemacht, habe ich indessen 
die zu meiner Formel führenden Rechnungen nochmals ge- 
prüft, die Differenz zwischen Debye und mir aufgeklärt und 
dabei gefunden, daß der Zahlenfaktor k sehr wohl größer sein 
kann, als y +4%. Hierdurch kommen Theorie und Erfahrung 
in bessere Üb“seinstimmung, weshalb eine kurze Darlegung 
der Rechnung wohl gerechtfertigt erscheint. 

Das Debyesche Ausdehnungsgesetz?) fester Körper läßt 
sich schreiben 

b 
Q,-aTO,+ 


1) Die erste Mitteilung findet sich in Ann, d. Phys. 55. p. 371 
bis 386. 1918 (im folgenden mit 1.c. bezeichnet). 
2) A. Müller, Physik. Zeitschr. 17. p. 29. 1916, 
3) P. Debye, Vorträge über die kinetische Theorie der Materie 
and der Elektrizität, Leipzig u. Berlin, B. G. Teubner, 1914, 8. 36, 
Formel (34). 
Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 49 
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d=v—o, 


=9Nk ft 


% = an, “(3 
v6T 
a und b a als Konstanten der Reihenentwicklung 
b (A\? 
9 |1 - a4 + ere | 
definiert sind. Debye leitet Formel (1) ab aus der Zustands- 
gleichung 


ER 
wofür wir auch schreiben können 
(2) v+ (144) = 
P % dloge (+ 


Der äußere Druck p wird als verschwindend klein angenommen. 
Das von mir abgeleitete!) und früher (l.e.) an der Er- 
fahrung geprüfte Ausdehnungsgesetz lautet 


4 E 
(3) 
wo h=y+? 


dlogv 


als konstant angenommen sind. Die zugrundeliegende Zustands- 
gleichung lautet 


(4) pot G() = — (5), 
wo gesetzt ist 
(5) 


Und zwar ergab sich dieser Ausdruck für G (v) aus der An- 
nahme anziehender und abstoßender, nach Potenzgesetzen 
wirkender Kräfte zwischen den Atomen, Es war 

A B 4 m+n+-1 4 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 39. p. 257. GI. (39). 1912. 
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woraus für n =1-und mit Rücksicht auf 


3m + 2 
y= 


-in erster Näherung Gleichung (5) folgt. 


Der Vergleich von (2) und (4) lehrt, daß schon in der Zu- 
standsgleichung selbst eine Differenz zwischen Debye und mir 


besteht, welche daher rührt, daß Debye für die innere poten- 


tielle Energie bzw. für das zweite Glied auf der linken Seite 
von Gleichung (2) einen einfacheren Ausdruck gewählt hat 
als ich. Hierin liegt ein erster Grund für den Unterschied 
zwischen (1) und (8). 

Ein zweiter Grund ist, daß ich y als konstant annahm, 
während nach Debyes obigem Ansatz für © 


dlog® 4 


zu setzen wäre. Es ist also, wenn-wir uns auf den Boden der 
Debyeschen Annahme stellen, nur in erster Näherung y =a 
= konst. 

Endlich habe ich in Formel (8) E(@/T) stehen lassen, 
während Debye E(@,/T) eingeführt hat. Beide E unter- 
scheiden sich aber um ein geringes infolge der Änderung von 
@ mit v. Man hat angenähert 


9, öE 
+ (6-90 (55 Ja 
oder 
0, 
(7) = Boe. 

Wir wollen nun sehen, wie sich Formel (8) ändert, wenn 
wir, von der Zustandsgleichung (4) ausgehend, auBer (5) auch 
(6) und (7) berücksichtigen. Für p = 0 folgt dann 

2l1-6+ 


oder, bei ER kleinerer Glieder we Einführung 
von Q, an Stelle von 
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In der Klammer darf Q, 4/v, durch E, und y durch a ersetzt 
werden, womit wir erhalten 


4 
Q-(a+4-2) 


Es ergibt sich also ein Ausdehnungsgesetz, welches sich 
von (8) merklich unterscheidet. Der im Nenner von Q, abzu- 
ziehende Betrag kann, falls b gegen a klein ist, wesentlich 
größer sein als er nach (8) sein würde. Die neue Rechnung 
läßt einen schnelleren Anstieg des Ausdehnungskoeffizienten 
in hoher Temperatur zu als die alte, was wesentlich auf 
der Annahme (6) beruht und mit dem Experiment insofern 
stimmt, als bei der empirischen Auswertung von (8) kb zu- 
weilen größer gefunden wurde als y+}#. 

Die auch jetzt noch zwischen Formel (8) und Debyes — 
Formel (1) bestehen bleibende Differenz rührt nur von dem 
andern Ausdruck für die ihnere potentielle Energie her. 

Von den in (8) vorkommenden vier Konstanten ist das 
in E, und C, enthaltene ©, aus dem Anstieg der Atomwärme 
bekannt, während Q, und a näherungsweise aus den Werten 
der Atomwärme, des Ausdehnungskoeffizienten, der Kom- 
pressibilitét und des Atomvolumens für Zimmertemperatur 
abzuleiten sind. Dagegen ist b vollständig unbekannt und kann 
nur aus der Änderung der Ausdehnung mit der Temperatur 
empirisch bestimmt werden, Den betreffenden Rechnungen 
‘ nach (8) steht an sich nichts im Wege, ich habe jedoch von 
einer Neuberechnung der Versuche abgesehen, da sich auch 
ohnedies Werte für b abschätzen lassen. Schreibt man näm- 
lich (8) in der Form 


4 E 
(8a) 


so beträgt T C,— E nur einen Bruebteil von E, der mit dem 
Fortschreiten nach hohen Temperaturen, wo überhaupt erst 
die Zusatzglieder zu Q, an Bedeutung gewinnen, kleiner und 
kleiner wird (Tab. 1). 

Wie man aus der bekannten graphischen Darstellung der 
C,-Kurve ersieht, steigt das Glied a(TC,— E) in höherer 
Temperatur — etwa von T=® ab — nur noch langsam an 
und bleibt, wenigstens für höher schmelzende feste Körper, 
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ein kleiner Bruchteil des Nenners — für Al beim Schmelz- 
punkt etwa 1,7 Proz., für Cu 1 Proz., für Jr etwa 1/, Proz. 
von Q,. Man kann also in erster Näherung von diesem Gliede 
ganz absehen, wodurch (8a) mit (8) konform wird, nur daß 


Tabelle 1. 
T= +9 ” 20 40 
0,87 0,41 0,20 * 0,08 


die Bedeutung von k sich verändert hat. Die früher (l. ce.) 
für verschiedene feste Körper aus (8) bestimmten Zahlen k 
wären nicht mehr gleich y + $ bzw. a + % zu setzen, sondern 


(9) k=2a+$-. 


In Tab. 2 sind für alle festen Körper, wo die nötigen Daten 
bekannt sind, die aus dem Anstieg des Ausdehnungskoeffi- 
zienten nach (8) bereehneten Konstanten k!), ferner die früher?) 


Tabelle 2. 

k 2a + 

beob. ‘any $ 
‘Aluminium ... 2,7 2,06 5,8 + 3,1 
Kupfer...... 2,8 1,95 5,6 + 2,8 
4,8 2,86 6,5 +1,7 
Cite 8,0 2,93 1,5 + 4,5 
Flußspat .... 5,5 1,78 5,2 — 0,8 


berechneten y =a und die daraus abgeleiteten 2a + $ ver- 
zeichnet, endlich die durch Differenzbildung nach (9) ent- 
stehenden b/a. Damit sind zum ersten Male Werte für die 
Debyesche Konstante b gewonnen- worden. Ob den so be- 
stimmten Größen b tatsächlich die durch die Reihenentwick- 
lung für © gegebene Bedeutung zukommt, ist fraglich und 
hängt davon ab, ob die weitgehende Extrapolation der Theorie 


1) 1, c, Tab. 2, 4, 5, 6, 7. 
2) E. Griineisen, Ann, d, Phys. 89. p. 273. 1912; Referat auf 
dem 2, Solvay-Kongreß in Brüssel 1913, Tab. 8. 
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nach hohen Temperaturen berechtigt ist. Unmöglich er- 
scheinen die in Tab. 2 gefundenen Zahlen für b nicht, Das 
mit einer nicht sehr schwer wiegenden Ausnahme vorkommende 
positive Vorzeichen für b würde bedeuten, daß die Änderung 
von © bei Volumverkleinerung größer ist, als bei gleicher 
Volumvergrößerung, eine Unsymmetrie, die auch von Debyes 
Theorie verlangt wird. 

Für praktische Zwecke bleibt es, abgesehen vielleicht von 
festen Körpern mit niederem Schmelzpunkt und kleinem Qo, 
bei denen auf (8a) zurückgegangen werden muß, bei dem 
durch Formel (8) gegebenen Ausdehnungsgesetz, nur daß A 
die in (9) gegebene Bedeutung annimmt. Bei der Unbekannt- 
heit von b kann für hb nur ein oberer Grenzwert vorausgesagt 
werden, 2a + $, wofür in der Regel etwa 6 gesetzt werden kann, 


(Eingegangen 7. Januar 1919.) 
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1. Zur Verdampfungswirme des Wassers; 
von F. Henning. 


[Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.] 


Die Werte für die Verdampfungswärme des Wassers, 
welche ich in den Jahren 1906 und 1909!) veröffentlichte, 
sind durch Umrechnungen der in Wattsekunden gemessenen 
Energie auf kalorisches Maß entstanden. Die elektrischen 
Messungen beruhen auf den elektrischen Einheiten der Physi- 
kalisch-Technischen Reichsaustalt. Die Umrechnung geschah 
unter der vorläufigen Annahme, daß eine Kalorie von 15° 
gleichwertig mit 4,188 Wattsekunden ist. Es wurde darauf 
hingewiesen, daß dieser Faktor, dessen endgültiger Wert noch 
nicht vorlag, bis zu 1 Promille fehlerhaft sein könne. 

Inzwischen ist von den Herren Jaeger und v.Steinwehr 
die spezifische Wärme des Wassers zwischen 5° und 50° in 
denselben elektrischen Einheiten gemessen worden. Hiernach 
ist 1 Kal.,, = 4,184, Wattsekunden zu setzen. Somit ist es 
möglich, die endgültigen Werte der Verdampfungswärme J in 
kalorischem Maße mitzuteilen. Diese-sind gegen die früheren 
Angaben um 0,91 Promille zu vergrößern und sind in der 
nachstehenden Tabelle zusammengestellt. 


t L t L 
80° 579,8 110° 582,6 
40 574,5 120 525,8 
50 569,0 180 518,7 
60 563,4 140 511,4 
70 557,6 150 504,2 
80 551,6 160 497,0 
90 545,5 170 489,8 

100 589,1 180 482,7 


1) F. Henning, Ann. d. Phys. 21. p. 849— 878. 1906; 26. p. 441 
bis 465. 1909. 


2) W. Jaeger u. H. v. Steinwehr, Berl. Ber. 1915. p. 424—482. 
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Meine Berechnung (1. c.) des spezifischen Dampfvolumens 9 
nach der Chapeyron-Clausiusschen Gleichung | 


1 i+278 dp 2 
dt 


(dp/dt Temperaturkoeffizient des Sättigungsdruckes p, v, spe 
zifisches Wasservolumen, A mechanisches Wärmeäquivalent) ; 
bleibt unverändert, da das Produkt AZ von der Beziehung 

zwischen den elektrischen und kalorischen Größen unabhängig 
ist. Der Wert für das Dampfrolumen », ist unter der Voraus 
setzung abgeleitet, daß das Joule der Reichsanstalt (das gleich 3 
dem internationalen Joule ist) mit dem wahren Joule = 10° Erg im 

übereinstimmt, was mit hinreichender Annäherung zutrifft. 3 


Charlottenburg, den 24. Januar 1919. 


(Eingegangen 31. Januar 1919.) 
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